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摘 要

二阶优化方法是一类强大的优化算法，相较于一阶方法不仅能够实现更快的收敛速度，而且对

问题的条件数不那么敏感。

本论文提出了一个基于“齐次模型”二阶优化框架。该框架最早出现在我关于 ‘‘齐次二阶下降

法” (HSODM) [176] 的论文中，该方法考虑了一个梯度—海森的聚合矩阵以及对应的 𝑛 + 1 维提升问

题。“齐次化”的优点在于每次迭代仅需计算聚合矩阵的最左特征向量（而不是计算线性方程组）。因

此，与其他二阶方法相比，该算法是一个易于实现的单循环方法。

接下来本论文讨论了使用齐次模型及其相应框架的优势。具体而言，我们展示了在病态问题

中，求解齐次模型与求解线性方程相比，使用 Krylov子空间方法时能够获得更好的条件数；若采用

Lanczos方法，则条件数始终有界。我们给出了条件数的估计，并证明了该估计的紧致性。

从这些理解出发，接下来将原始的 ‘‘齐次二阶下降法’’抽象为一个 ‘‘齐次二阶下降框架”(HSODF)，

在该框架下，可以设计出各类基于齐次模型及特征值问题的二阶优化方法。比如，本文提出了一种

同伦方法来求解结构化凸优化问题，并证明该方法在一些退化问题中仍能具有线性收敛速度。

论文的最后部分致力于将所提出的框架应用于内点法。我们开发了一种基于齐次模型的内点法，

用以求解 Fisher交换市场模型。我们对常数替代弹性 (CES)效用函数及其最优响应映射的二阶性质

进行了分析，据我所知，这些分析是第一次出现。通过充分利用 Fisher市场的低秩特性，我们开发

了一种 ‘‘无分解’’内点方法，其迭代代价与一阶方法（如 tâtonnement方法）类似，数值实验可以证

明该方法的优越性。

关键词：齐次模型；二阶优化；凸优化；非凸优化；数值优化；内点法；交换市场。
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Abstract

Second-order optimization methods are a class of powerful optimization algorithms that are favor-

able over first-order methods because they can achieve faster convergence rates compared to first-order

methods, and they are less sensitive to conditioning of the problems. This thesis is devoted to a novel

second-order optimization framework based on the “Homogeneous Models”.

We begin our construction by introducing the original “Homogeneous Second-Order Descent

Method” (HSODM) [176] that considers the gradient-Hessian aggregatedmatrix and a corresponding 𝑛+1
dimensional lifted problem. The merit of “homogenization” is that only the leftmost eigenvector of the

aggregated matrix is computed at each iteration. Therefore, the algorithm is a single-loop method that

is easy to implement compared with other second-order methods.

We discuss the benefits of using homogeneous models and the corresponding framework. Specif-

ically, we show that in ill-conditioned problems, homogeneous models can be solved with better con-

ditioning compared to solving a linear equation by Krylov subspace methods. The condition number

is always bounded if using a Lanczos method. The idea is extended beyond the original line-search

HSODM and we propose a “Homogeneous Second-Order Descent Framework” (HSODF) that provides

a unified framework for developing second-order optimization methods. A homotopy method is also

proposed to solve the structured convex optimization problems.

The last part of the thesis is devoted to the application of the proposed framework to interior-point

methods (IPMs). We develop an IPM based on homogeneous models to solve Fisher exchange market

models. An analysis of second-order properties of the constant elasticities of substitution (CES) utilities

and their best-response mappings are provided and appear to be novel. By properly exploiting the low-

rank properties of Fisher market, we develop a “factorization-free” IPM that has the same iteration cost

as the first-order methods such the tâtonnement methods.

Keywords: Homogeneous Models; Second-Order Optimization; Convex Optimiza-
tion; Nonconvex Optimization; Numerical Optimization; Interior-Point Methods;
Exchange Market.
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第一章 绪论

第一章 绪论

第一节 引言

数学优化问题是一类考虑对有限资源进行规划，并使得某种目标函数最优的重要数学问题。有

限维线性空间 𝔼中的优化问题可以写成非常一般的形式：min𝑥 𝑓 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳,其中𝒳 ⊆ 𝔼, 𝑓 : 𝔼 ↦→ ℝ

是目标函数。现代优化理论起源于二十世纪，尤其是运筹学诞生之后，学术界和工业界不断发现各

种富有实际意义的优化问题。优化问题的类型丰富，按照目标函数的性质和约束条件来分，可以分

为有约束、无约束，凸、非凸，线性、非线性，光滑、非光滑等等。其中，线性规划可能是最早被关

注的问题。对线性规划较为正式的研究起于 1930年代后期，苏联数学家 Leonid Kantorovich和美国

经济学家Wassily Leontief分别在制造计划和经济学领域首次认真尝试了线性规划方法的应用。至二

十世纪中叶，三位数学家 Harold Kuhn, Albert Tucker, 和 William Karush 发现了著名的 KKT 条件，

使得人们开始关注非线性的优化目标或者资源约束，这类问题广泛出现在化工，经济学，统计学等

领域。时至今日，优化问题仍然在各类科学、工程、经济、金融、统计学等领域发挥着重要作用。譬

如训练多层深度神经网络，优化供应链，航空调度，强化学习等等。

早在计算机和运筹学出现之前，数学家已经对基于导数的优化方法作了基本阐述。为方便深入

地讨论算法，考虑 𝑓 : 𝔼 ↦→ ℝ 是 𝑝-阶光滑函数。当函数 𝑓 (𝑥)连续 𝑝 次可导时，我们可以利用导数

信息设计算法。事实上，早在计算机和运筹学出现之前，数学家已经发现了基于导数的优化方法。

比如，当 𝑝 = 1时，可以计算梯度 ∇ 𝑓 (𝑥) = d
d𝑥 𝑓 (𝑥)，柯西 (Augustin-Louis Cauchy)在 1847年已经对

梯度法有了比较深入的阐述 [30,107]。有趣的是，基于二阶导数 ∇2 𝑓 (𝑥) = d
d𝑥∇ 𝑓 (𝑥)的求解方法出现的

时间更早。牛顿 (Isaac Newton)早在 1669年就提出了牛顿法 [129]，最早用于求解非线性方程。然而，

虽然牛顿给出了基本思想，但他的方法不同于我们日常所知的现代牛顿法。他只将该方法应用于多

项式，没有明确地将该方法与导数联系起来。随后，Joseph Raphson [143] 在 1690年提出了简化了这

种思想，并归纳成可重复使用的迭代表达式。如果函数具有更高阶的导数信息— 𝑝 ≥ 3—则可以利

用泰勒展开式构造更高阶的优化算法，这类方法一般称为张量优化算法 [88,89,126]，这里我们不再详

细介绍。这些方法是当代优化方法的理论基石。

可以列举如下常见的几个无约束优化问题：

例 1.1 (ℓ2 正则化逻辑回归). 在二分类问题中，输出变量取值于离散空间。对于二分类问题，预测变

量只有两个取值，即 {−1, 1}．我们假设有 𝑁 组数据对 𝑎𝑖 ∈ ℝ𝑛, 𝑏𝑖 ∈ {−1, 1}, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 . ℓ2 正则化逻

辑回归可以写为如下的优化问题:

min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑁∑
𝑖=1

ln
(
1 + exp

(
−𝑏𝑖 · 𝑎𝑇𝑖 𝑥

))
+ γ/2‖𝑥‖22.

1
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该问题是一个凸的非线性优化问题，其中𝒳 = ℝ𝑛.

例 1.2 (策略优化问题). 在强化学习中，我们常常考虑求解一个复杂环境中的随机策略，记为 π. 一

般地，我们需要考虑状态空间 𝒮 和动作集合𝒜，在一次决策过程中，根据策略 π 将形成了一个长度

不定的随机决策路径，称为 τ . 如果策略由一个带参函数 πθ 表示，那么对于奖励函数 𝑟 的优化问题

可以写作：

πθ (𝑎 |𝑠) : 𝒮 ×𝒜 → [0, 1]

max
θ∈ℝ𝑑

𝐿 (θ) := 𝔼
τ∼πθ
[𝑟 (τ )]

以上都是当下数据科学中非常流行的问题。尽管这些问题是无约束的 – 如𝒳 = ℝ𝑛 — 但时至大

数据时代，𝑛的维度往往变得很大，这使得这些问题在计算上变得非常困难。我们随后将进一步理

解这些问题的计算难度。在此之前，我们介绍一些𝒳 为闭凸集的情况。比如线性约束的约束集合：

𝒳 = {𝑥 ∈ 𝔼 : 𝑎(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝒦},

其中 𝑎(𝑥) = 𝐴𝑥 − 𝑏 为仿射函数，𝐴 : 𝔼 ↦→ ℝ𝑚 为线性算子，𝑏 ∈ ℝ𝑚，𝒦 ⊆ 𝔼 是一个闭凸锥。常见的

情况如𝒦 = ℝ𝑛+, 即非负象限；𝒦 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛+1 : 𝑥1 ≥ ‖𝑥 [2:𝑛+1] ‖}，即 Lorentz锥。这类问题在日常生

活中非常常见，比如在经济学中，Fisher交换市场问题就是一个经典的例子。

例 1.3 (Fisher 交换市场问题). 在经济学中，Fisher 交换市场问题是一个经典的优化问题，更广的模

型称为 Arrow-Debreu 模型 [11,158]。考虑一个市场，其中有 𝑚 个消费者及 𝑛 种可分的商品 (divisible

goods)，不妨假设每种商品的总量为 1. 每个消费者 𝑖 具有一个初始财富 𝑤𝑖 以及一个效用函数 𝑢𝑖 . 每

个消费者 𝑖的需求为 x𝑖 ∈ ℝ𝑛+，并获得效用 𝑢𝑖 (x𝑖).一般我们假设效用函数是凹函数。假设市场中的商

品价格为 p ∈ ℝ𝑛+，则消费者 𝑖 的预算约束写作 〈p, x𝑖〉 ≤ 𝑤𝑖 . 市场的均衡定义为这样的需求-价格对，

(x∗1, ..., x∗𝑚, p∗)，即在某价格 p 时，每个参与者 𝑖 均达到最大化效用 (Utility Maximization) ，且市场

上的商品需求等于供给。

x∗𝑖 ∈ arg min
𝑥𝑖∈ℝ𝑛

+
−𝑢𝑖 (x𝑖), s.t. 〈p, x𝑖〉 ≤ 𝑤𝑖, ∀𝑖 = 1, ..., 𝑚, (1-1a)

𝑚∑
𝑖=1

𝑥∗𝑖, 𝑗 = 1, ∀ 𝑗 = 1, ..., 𝑛. (1-1b)

直接求解以上问题具有很高的难度，一般需要利用变分不等式技术 [60]，因此一个更简单的方法是优

化 Eisenberg-Gale (EG)势函数：

max Ψ(x1, ..., x𝑚) :=
∑
𝑖

𝑤𝑖 log(𝑢𝑖 (x𝑖)) (1-2a)

s.t.
∑
𝑖

x𝑖 ≤ 1, (1-2b)

x𝑖 ∈ ℝ𝑛+,∀𝑖 = 1, ..., 𝑚. (1-2c)

2
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Eisenberg and Gale [57] 证明了以上凸问题的解可以构造出 Fisher模型的均衡。

在互联网蓬勃发展的时代，线上的交易市场问题往往具有非常大的规模，以至于消费者的数量

可以达到百万级，甚至千万级。为了大数据时代带来的规模问题，比较直接的的方法是基于梯度及

次梯度的一阶算法。这些方法已经在一些主流的开源软件中被高效地实现。比如深度学习，强化

学习等领域，一阶方法一般都内置在各类软件平台上，如著名的 Google TensorFlow [1] 和 PyTorch

库 [140]. 一阶方法的优势是实现简单，单次迭代的复杂度较低，容易实现并行化等。但同时具有很明

显的缺陷：比如收敛到的解 (一阶稳定点)效果欠佳，迭代复杂度高，比较依赖问题的条件数等。然

而，除了维度问题，优化问题还具有更棘手的、各式各样的难点。

比如 例 1.1，虽然目标函数是凸函数，但该问题往往具有很强的退化 (Degenerate,有的文献亦称

Singular) 特点 (特别是 γ 较小时)。一种情况是特征数远大于样本数，即 𝑛 � 𝑁 ; 另一种情况是每组

数据对 (𝑎𝑖, 𝑏𝑖)的非零元过少。这两种情况都容易导致 𝑎𝑖 形成的矩阵 𝐴 = [𝑎1, ..., 𝑎𝑁 ] ∈ ℝ𝑛×𝑁 退化，

使得问题的条件数 κ(𝐴) = σmax (𝐴)
σmin (𝐴) 过大，这对于一阶算法非常不友好。

又比如，在 例 1.3 中，我们可以证明 Eisenberg-Gale 对偶问题的势函数是无限次可微的，但

该函数的梯度、Hessian 信息并不具有全局 Lipschitz 连续性，更好反映函数特点的性质是自协性

(Self-Concordance). 这些问题都比较适合利用牛顿类算法 (二阶算法)解决。

除此之外，对于有约束的问题，由于二阶算法可以收敛到二阶稳定点，同时在局部具有更快的

收敛速度，这意味着二阶算法能够求得精度更高的解。如线性规划问题，(基于牛顿法) 的内点法可

以高效地求到精度达 10−8 的解，对于商业求解器，往往可以达到 10−12 的精度 [2,66]；与之相比，一

阶算法的有效精度往往停留在 10−4 [47,131,133]. 这种精度的差距在一些大型工程系统的实际问题中是

难以接受的。比如，在解的可行性要求很高的情况下 (如发电机启停规划 [13])，这要求优化算法的原

始可行性 (对偶梯度)求解精度较高。又如，在一些目标函数值较大，又无法简单缩放的问题中，对

解的最优性要求很高，如一些供应链优化问题 [141]，这些目标函数往往指代企业的运营成本，即使

与最优解仅有 1% 的差距，这样的解也无法真正落地使用。在线性规划问题上，现有研究尚可通过

线性可行系统的锐度 (sharpness)等误差界性质 (error bound) [8,9]，结合 GPU硬件，得到较大幅度的

提升 [108,109]. 但对于非线性规划问题，当前更为稳定的方法仍然是基于信赖域、Filter 线搜索等技术

的牛顿类算法 [22,160]，这类算法在 GPU上也已有一些加速的效果 [134,135,150]。

由于二阶算法在数学性质、实践效果上具有非常迷人的优点，但其在理论上、计算上尚有一些

技术问题亟待解决，如何完善二阶算法的理论和计算仍然是一个非常前沿性的研究难点。在本论文

中，我们的目标是开发高效的二阶优化方法，这些方法具有全局迭代复杂度保证。我们着重探索二

阶算法在大规模问题上的改进措施，提出一些新的二阶算法。在理论上，我们证明这些方法的有效

性。在工程实现上，我们将广泛地从各个领域中，挖掘二阶算法的可用场景，在数值上提升其求解

3
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效率。

第二节 研究内容

本论文的主要内容可以分为如下几个部分：

(𝑎) 第 2章 主要介绍一些预备知识及概念，包括一些优化问题的复杂度概念，以及一些基础的数值

线性代数中的结论。考虑到篇幅，我们不对论文中涉及的凸分析、最优性条件、稳定点等概念

进行详细介绍，这些定义我们主要参考文献 [111,125]。只有极少的情况下，我们需要借助非光滑

分析中的结论 [145]。对于内点法的预备知识，我们将在所涉及的章节作简要介绍，力求简洁，

这些结论现在已经非常成熟，可以参考文献 [14,127,165]。

(𝑏) 在第 3 章中，我们提出一种新的二阶算法：齐次二阶下降法 (Homogeneous Second-Order

Descent Method, HSODM)。这个方法主要受半正定规划的启发，利用齐次化技术，将非齐次的

局部二次估计转化为齐次问题 (我们称为Ordinary Homogeneous Model, OHM)；这意味着，原

先的线性方程组可以利用对称特征值问题进行求解。这个思路的出发点主要是结合数值线性代

数中负曲率的随机求解技术 [103] (复杂度为 𝑂 (𝑛2ϵ−0.25))，以替换更为昂贵的牛顿步。后者如果

使用矩阵分解，需要𝑂 (𝑛3)的复杂度 注 1。在现有文献中 [23,44,147]，负曲率技术只能作为一个子

模块运行，为保证整体运行效率，这些方法需要反复在特征值问题和牛顿步之间切换。与之相

比，齐次二阶法是第一个完全利用负曲率运行的算法，可以大大降低工程难度。

本章主要依据如下文章:

ZhangC, GeD,HeC, JiangB, JiangY, XueC, YeY.AHomogeneous Second-OrderDescentMethod

for Nonconvex Optimization. Mathematics of Operations Research (2025, to appear).

(𝑐) 在第 4 章中, 我们进一步讨论齐次模型的拓展性，我们发现，齐次化技术不仅可以用于非凸

优化，还可以以此设计一个广义的二阶算法框架，我们称之为 Homogeneous Second-Order

Descent Framework (HSODF).在这个框架下，各类牛顿算法中的线性方程组可以被替换为齐次

问题。为此，我们提出广义齐次模型 (Generalized Homogeneous Model, GHM)，对其特征值及

参数控制方法进行详尽的分析。我们证明求解齐次问题所需的条件数与牛顿步的条件数是不同

的，在退化情况下，齐次问题条件数远远小于原问题条件数;且总是有界的。

(𝑑) 在第 5 章中, 基于广义齐次模型及下降框架，我们对原来的 HSODM 进行改进，我们称之为自

适应 (adaptive)的 HSODM，这个方法不需要预先对 Lipschitz常数进行估计，同时可以推广到

凸优化中。相应地，我们引入一个辅助的二分法，用来对齐次模型的参数进行调节。这个方法

注 1有一些迭代方法可以在𝑂 (𝑛2)量级下运行，我们随后在第 4章中会详细讨论。

4
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具有基本的𝑂 (log( 1ϵ ))的迭代复杂度 注 2。值得注意的是，这个思路可以支持HSODF框架下的

任意搜索过程。

(𝑒) 在第 6 章中, 我们考虑一种同伦 (Homotopy) 算法 [127,144,154]，用来计算一些退化现象非常严重

的情况 (比如极稀疏的例 1.1). 谓之齐次同伦法 (Homotopy HSODM). 对于该类问题，我们证明

了一个某种自协条件，使得齐次同伦法可以在退化的凸问题中具有全局线性收敛速度；这些问

题不是强凸的，甚至不是严格凸的。

以上第 4章 至 第 6章 基于如下文章:

He C, Jiang Y, Zhang C, Ge D, Jiang B, Ye Y. Homogeneous Second-Order Descent Framework: A

Fast Alternative to Newton-Type Methods. Mathematical Programming (2025, to appear).

( 𝑓 ) 在第 7章中，我们考虑将齐次化技术应用于 Fisher交换市场问题。我们证明了 Fisher交换市场

问题的最优响应映射是自协的，并利用该性质设计了一种基于齐次模型的内点法，并证明该方

法的收敛性，据我们所知，这些性质在文献中是首次出现。同时，由于 Fisher交换市场问题的

低秩特性，我们证明，该问题注 3的 Hessian 矩阵可以被一个对角阵 + 秩一矩阵注 4估计，在高

概率下成立，我们证明所需玩家数是 𝑂 ( 1
ϵ2
). 因此，我们设计了一种 ‘‘无需矩阵分解’’ 内点法，

可以显示地得到逆矩阵，其迭代代价与一阶方法相同。

以上第 7章 基于如下拟投稿文章:

ZhangC, He C, Jiang B, Ge D, Ye Y (2025) Price Updates by a Homogeneous Interior-PointMethod

章节间的关系可以用如下框图表示：

齐次二阶下降法

(第 3章)

一般 Lipschitz

退化严重

存在 Cone约束

齐次下降框架

(第 4章)

自适应的齐次下降法

(第 5章)

齐次同伦法

(第 6章)

Fisher交换市场

(第 7章)

推广

应用

图 1-1 论文结构

最后，论文的总结与展望见第 8章。
注 2显然，最简单的二分法也具有𝑂 (log( 1

ϵ
))的复杂度

注 3准确的说，是 Eisenberg-Gale势函数的对偶问题
注 4故称 DR1 (Diagonal + Rank-1)估计
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第二章 文献综述

第一节 复杂度理论

复杂度理论是算法理论的基石。该理论的目标有两个：一是建立衡量各种算法有效性的标准

（从而能够使用这些标准来比较算法），二是评估各种问题的固有难度。复杂度理论可以参考一些经

典教材，如 [136]。限于优化算法讨论，我们主要参考了文献 [14,76,165].

对于优化算法而言，为做好复杂度分析，我们需要定义问题模型𝒫 和算法模型𝒜. 复杂度分析

的目标不仅仅是考虑算法在单个算例 (即对问题 𝒫 赋予具体的数据 𝑋 后的某个具体 𝑝, instance) 的

表现，而是对一类具有共性的问题进行讨论，如：无约束的优化问题，目标函数满足一阶光滑条件；

凸优化问题，约束是一组仿射函数；离散时间的马尔科夫决策问题，折算因子 (discount factor)小于

1 等等。算法复杂度指的是算法 𝒜 在 𝒫 这一类问题上的普遍表现。同时，我们并不关心某个特定

编程语言实现的程序在特定计算机上的执行时间，因为其中涉及太多偶然因素。粗略地说，进行复

杂性分析需要确定以下三点：输入规模 (input size)的定义，基本运算 (basic operations)的集合，以

及每种基本运算的成本 (cost). 后两项共同决定了计算的成本。基本运算的选择通常较为简单。一般

的优化算法自然适用于以下运算集合: {+,−,×, /, ≤}即四种算术运算和比较运算。相比之下，输入

规模和运算成本的选择则更为微妙，取决于算法处理的数据类型。一些数据类型可以存储在固定大

小的内存中，而另一些数据的存储大小则因数据本身的取值而变化。一般分为两种，固定大小数

(Fixed-Precision Data): 通常以 32 位或 64 位存储。对于这类数据，每个元素的大小通常设为 1，即

单位大小 (unit size);可变大小数据 (Variable-Precision Data): 如对整数而言，其存储所需的位数大致

等于其绝对值的对数，即 ‘‘位大小” (bit-size); 类似地，有理数的存储需求也依赖于其分子和分母的

位大小。设 𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 表示某个为长度为 𝑛的数据向量：

(𝑎) 若 𝑋 属于固定大小数据，则定义输入规模：size(𝑋) = 𝑛.

(𝑏) 若 𝑋 属于可变大小数据，则定义输入规模：size(𝑋) = ∑𝑛
𝑖=1 bit-size(𝑥𝑖).

类似的考虑也适用于算术运算的成本。当运算涉及两个单位大小的数时，计算成本记为 1。在位大

小的情况下：乘法与除法的成本是其操作数位大小的乘积。加法、减法和比较的成本是其操作数位

大小的最大值。将整数或有理数数据及其相应的位大小和位成本考虑在内，通常称为图灵计算模型

(Turing model of computation) [136], 这种方式一般称为 size-based, 需要考虑输入每个元素的位大小。

现在更普遍的是对于理想化实数，假设每个输入具有单位大小和单位成本，我们只关心基本运算的

次数，被称为算术计算模型 (Arithmetic model of computation), 亦称实数模型 (Real number model)，

比如 BSS计算模型 [18].
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不论是对 Turing模型还是算术模型，我们都可以定义所谓的 ‘‘多项式时间算法’’。我们可以通过

高斯消元法简单比较。该算法需要对实数进行多项式次算术运算，因此在实数模型中它是多项式的；

但是，中间计算中使用的数字可能呈指数增长，因此它在图灵机模型中的运行时间是指数的。在优

化问题中，尤其是非线性优化问题，很难保证问题数据和解是有理数注 1。因此以下我们讨论算数模

型，如下定义多项式时间较为适宜。对问题𝒫，算法𝒜 的复杂度记为关于问题类型，数据大小，问

题容差的函数

𝑇𝒜 (𝒫, 𝑋, ϵ).

其中 𝑋 依旧表示输入数据，ϵ 表示某种 ‘‘问题容差’’，即算法输出结果与 ‘‘解’’ 的误差。如果对

于任意 𝑋，ϵ > 0，𝑇𝒜 的上界是关于 size(𝑋), log( 1ϵ ) 的多项式，则我们称算法 𝒜 是多项式时间

算法 (Polynomial-Time Algorithm). 如果与 ϵ 无关，则称算法 𝒜 是强多项式时间算法 (Strongly

Polynomial-Time Algorithm). 如果是关于 size(𝑋), 1ϵ 的多项式，则称算法 𝒜 是一个 FPTAS (Fully

Polynomial-Time Approximation Scheme). 如果只能保证对固定的 ϵ，𝑇𝒜 是关于 size(𝑋) 的多项式，

则称算法 𝒜 是一个 PTAS (Polynomial-Time Approximation Scheme). 在优化问题的概念下，这种考

虑复杂度的方式一般认为是算术复杂度 (Arithmetic Complexity). 这种定义直接与复杂度理论相关。

第二节 优化算法的评价体系

对于一般优化问题，我们无法保证可以得到 ‘‘最优解’’，因此我们对 ‘‘解’’ 的定义需要放宽，所

谓问题容差 ϵ也需要相应的定义。这个概念的含义是比较宽泛的，比如，对凸优化问题，可以定义

为 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥∗) ≤ ϵ. 一般的问题，我们只能考虑的解是满足某种 ‘‘稳定性条件’’ 的点。比如对于光

滑优化问题，我们考虑的解是满足一阶稳定点条件或二阶稳定点条件的点。对非光滑问题，则需要

Clarke稳定点。

分析优化算法时，我们一般需要先验证算法是否具有全局收敛性，以证明算法在某种程度上是

“良定义”的，可以输出正确的结果。这种分析方式出现在较为经典的文献中，比如利用 Zoutendijk

条件分析一个无穷的算法序列 {𝑥𝑘}∞𝑘=0 的收敛性 [130]。然而只考虑渐进的收敛性并不足以作为比较不

同算法效率的标准 [119]。在 1950-1960年代，在非线性优化领域，人们开始采用渐进收敛速度来评价

算法的优良程度 [111,130]，这种范式也广泛应用在数值线性代数 [71] 中，现在仍然是优化算法重要的

评价标准。渐进收敛速度主要的评价指标是 Q-收敛速度和 R-收敛速度 [130]. 比如，梯度法最广为人

知的性质是当算法序列接近于局部最优解时，可以证明梯度法的局部收敛速度是线性的，具体的速

度与当前点邻域的二阶信息的一个比率有关:
(
κ−1
κ+1

)2，其中 κ为局部最优点 Hessian 矩阵的条件数。

该比率历史上被称为 Kantorovich 标准速率 (Canonical Rate) [98,110,111]。其他更复杂的优化算法，甚

至是用于约束问题上的投影梯度法，罚函数法，对偶乘子法等方法的局部收敛速度，均可以依据一

注 1很容易构造出二次规划的解是无理数。
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阶算法的标准速率理论推广得到。局部收敛理论的一大缺点是无法评价算法前期远离最优解时的表

现 注 2。更多时候，我们需要讨论全局收敛速度 (Global Rate of Convergence). 另外，也无法评价一

些具有组合性质的算法，如单纯形法，动态规划等。这时就可以利用前述复杂度理论来评价算法的

运行效率。大多数时候，我们对算法的全局效率 (用复杂度来衡量)和局部效率 (用局部收敛速度来

衡量)都感兴趣。

以线性规划为例，继 1947 年 Dantzig 提出单纯形法以后，人们就开始开始关注它的运行效率。

然而，Klee and Minty [101] 构建出一类经典的反例 (称为 Klee-Minty cubes)，证明了经典的单纯形法

具有指数级的算法复杂度。然而，人们发现单纯形法的实际表现非常优越，却没有一套理论去解释

它。部分解释是现实中充满了网络流类的问题，且网络单纯性法单纯形法 [6] 有一些强多项式的结

果 [10,70]。随后学者发现在马尔科夫决策问题上，也是强多项式的 [171]。这些结果不仅极大推动了单

纯形法的研究，也印证了复杂度理论的合理性。1979年，俄罗斯数学家 Khachiyan发现了第一种求

解一般线性规划的多项式时间算法 [76,100]。然而，Khachiyan 的算法 (称为椭球法) 在实际应用时却

比单纯形法慢得多，其表现非常接近于证明出的最坏情况。Traub and Woniakowski [155] 给出了一

个例子，表明椭球法在算术模型中复杂度没有上界。在 20 世纪 80 年代中期，Karmarkar 的开创性

论文 [99] 开启了线性规划的新纪元 [122]。这篇论文提出了一种新的多项式时间的算法 (Karmarkar’s

Projective Method)，后来被简称之为内点法。它的重要性不仅是提出了一个多项式时间的线性规划

算法，也不仅仅是优雅简约的复杂度分析；更重要的是，Karmarkar 内点法的理论结果完美匹配上

它在各种问题中数值表现。这同时改变了非线性优化研究的风格和方向。此后，为新方法提供复杂

性分析变得越来越普遍，复杂度分析甚至与计算实验中的表现同等重要。后来的研究者发现，内点

法不仅是全局线性的，而且在局部还具有二次收敛速度 [174].

随着优化场景的不断扩充，优化算法的复杂度分析也形成了很多变式。在一些场景中，获取函

数值、获取梯度信息的算术复杂度无法得知，人们可能只关心算法计算函数值，计算梯度，或者

计算 Hessian矩阵的次数 (Function, Gradient, Hessian Evaluations)，这种计数方法 (又称 Evaluation

Complexity)，在当代优化的文献中非常常见 [29]。更有甚者，有时人们甚至直接考虑子模块的求解

次数，而完全忽略子问题的复杂度；比如条件梯度法的分析中，一般直接认为的子问题的复杂度

是可控的，直接将求解的次数当做是这种计数目标 [55]；这种分析方式也适用于随机规划问题，因

为这类问题一般需要反复求解线性规划子问题（或一些凸的分隔问题）[104]. 除了分析最坏情况复杂

度 (Worse-Case Complexity)，也有一类分析平均情况复杂度 (Average-Case) 的结果，比如内点法专

著 [165] 采用了一整个章节介绍平均情况复杂度的分析，这里不做赘述。近年来，随着随机优化方法

的兴起，由于梯度信息和二阶信息往往需要通过采样来得到，很多学者不仅关心算法的迭代次数，

也对算法的随机采样次数有所要求，这种分析角度也称为采样复杂度 (Sample Complexity) [61,114]. 近

注 2甚至在传统观点上，人们认为局部收敛速度快与全局收敛性是难以同时保证的。[130]
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年来，相较于绝对误差，也有学者开始关心相对误差 (Relative Scale) 的收敛速度，目前还是一个蓬

勃发展的领域 [123].

总的来说，优化问题是非常难的问题，对此应有基本认识 [138]。对于一般线性规划，目前尚未

发现算术模型下的强多项式时间算法。对于非线性优化，假设可行集是紧凑的，即使验证非凸二次

的一个给定点是否是局部最小值都是 NP 难的，虽然这并不排除可以找到 (另) 一个可轻松验证为局

部最小值的点的可能性。那么也不难想象，对于可行集无界的二次问题,检查 KKT点的存在性是 NP

难的。具有一个负特征值的二次规划是 NP难的 [137]。

第三节 二阶算法及其复杂度理论

我们回到无约束优化问题：

min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥), (2-1)

其中 𝑓 : ℝ𝑛 ↦→ ℝ 是两次连续可微且 𝑓inf := inf 𝑓 (𝑥) > −∞.允许给定容差 ϵ > 0，假设我们的目标是

找到 𝑥 ∈ ℝ𝑛，满足 ϵ-近似二阶稳定性条件 (Second-Order Stationary Point,简称 SOSP)：

‖∇ 𝑓 (𝑥)‖ ≤ 𝑂 (ϵ) (2-2a)

λ1
(
∇2 𝑓 (𝑥)

)
≥ Ω(−

√
ϵ). (2-2b)

其中 λ1(𝐴)表示 𝐴的最小特征值。由于二阶稳定点问题 (2-1)是优化理论中的基本问题。相应地，一

般我们将只满足 (2-2a)的点称为一阶稳定点 (First-Order Stationary Point, FOSP).

由于论文主要讨论二阶方法，我们不对一阶算法的复杂度理论结果作详细阐述，详细结果可以

参考 [105,125]。这里只作简要介绍。当采用梯度法 (一阶算法)求解以上问题时，我们计算一系列迭代

点 {𝑥𝑘}∞𝑘=0，
𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − η𝑘𝑔𝑘 ,

其中 η𝑘 , 𝑔𝑘 分别为步长和 𝑥𝑘 处的梯度。一阶方法一般认为无法得到二阶稳定点注 3，只能满足一阶

稳定条件(2-2a). 在梯度法的分析中，我们一般假设梯度是 𝐿-Lipschitz连续的：

‖∇ 𝑓 (𝑥) − ∇ 𝑓 (𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖,∀𝑥, 𝑦.

我们知道，当 𝑓 为非凸时，在标准的 𝐿-Lipschitz 连续梯度条件下，可以证明梯度下降法 (GD) 的复

杂度为 𝑂 (ϵ−2) [125]. 再将梯度法每次迭代的代价——一般为 𝑂 (𝑛2) 考虑在内，其算术复杂度可以写

作𝑂 (𝑛2 · ϵ−2). 在凸问题中，利用 Nesterov加速技术，复杂度可以提高到𝑂 (ϵ−1/2).

与之相比，牛顿法利用梯度和 Hessian矩阵执行以下迭代，

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝐻−1𝑘 𝑔𝑘 ,
注 3一部分包含 ‘‘鞍点跳出’’机制的一阶算法需要利用曲率信息，可以认为不是一般意义下的一阶算法。
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其中 𝑔𝑘 = ∇ 𝑓 (𝑥𝑘)和𝐻𝑘 = ∇2 𝑓 (𝑥𝑘). 如前面介绍，牛顿法一般指代起源于 1669年的Newton-Raphson

法 [129,143]，起初是作为一种方程求根算法。后来对于一般的广义方程和包含问题 (Generalized quation,

nclusion)，一般称为 Josephy-Newton法 [96]. 如果限制在优化问题中，牛顿步也可以看作是局部二次

模型的最小值，

𝑚𝑘 (𝑑) = 𝑓 (𝑥𝑘) + 𝑔𝑇𝑘 𝑑 +
1
2
𝑑𝑇𝐻𝑘𝑑. (2-3)

它一直是解决光滑问题最强大的方法之一，特别是由于它能够稳定地解决病态问题，同时在非退化

最优解附近具有二次收敛速度 [130]，即使用拟牛顿法估计Hessian矩阵，在一些标准条件下，也能达

到超线性的收敛速度。牛顿法的在无约束问题中的二次收敛性是如此重要，以至于这种性质可以作

为基础推广到其他更复杂的算法中。如信赖域法 [38]，可以证明只要信赖域的更新方法合理 [118]，当

算法接近于局部最优解后，信赖域约束就会失效，算法此时可以匹配牛顿法的二次收敛性。在内点

法理论中，Potra and Ye [142], Ye et al. [174] 证明了即使没有非退化假设，一些基于牛顿步的内点法 (如

Mizuno—Todd—Ye [116])仍然同时具有多项式复杂度和局部二次收敛速度。

在二阶算法的分析中，一般假设 Hessian矩阵是 𝑀-Lipschitz连续的，即：

‖𝐻 (𝑥) − 𝐻 (𝑦)‖ ≤ 𝑀 ‖𝑥 − 𝑦‖,∀𝑥, 𝑦.

令人惊讶的是在一般非凸的函数中，尽管一些具有全局收敛性的牛顿类算法，如信赖域法，在实践

中仍然表现出色，经典的信赖法的二阶算法在理论上最坏情况复杂度为 𝑂 (ϵ−2) [26]，且无法被提高，

这与梯度法有相似的运行效率。改进这个复杂度分析的结果并非易事。为了提高二阶算法的分析复

杂度，近年来有一部分学者提出了一些改进的二阶算法，使得二阶法的分析复杂度提高到𝑂 (ϵ−3/2).
主要包括 Nesterov and Polyak [128], Cartis et al. [27,28], Grapiglia et al. [74], 及 Ye [168] 中提供的算法技

术。这表明二阶算法能在理论上具有更好的全局复杂度。我们做一些进一步阐述。

2006 年，Nesterov and Polyak [128] 提出使用三次正则的牛顿法 (Cubic Regularized Newton

Method)，可以将二阶算法的分析复杂度 𝑂 (ϵ−3/2)，这个方法可以追溯到 1981 年 Griewank [75]

的一个技术报告中，但当时并没有成熟的复杂度理论。随后 Cartis et al. [27] [28] 在两篇论文中详细阐

述了更为实际的三次正则牛顿法，讨论如何利用非精确条件达到原文中的收敛性 [128]，计算效果非

常喜人。基于三次正则的子问题，Nesterov [121] 提出了对于凸问题的加速版本，将复杂度进一步提

高到𝑂 (ϵ−1/3).

但由于三次正则子问题的计算难度较大，实际上在非线性优化的软件中，仍然是信赖域法、二

次正则类的牛顿法应用更广泛。相比三次正则法，这些牛顿类算法的理论分析更具有挑战性。第一

个具有 𝑂 (ϵ−3/2)分析复杂度的信赖域法来源于叶荫宇教授的授课讲义 [168]，这个方法需要固定信赖

域半径为
√
ϵ. 直到 2017年，Curtis et al. [41] 才提出了第一个真正意义上 ‘‘动态调节’’的信赖域法，解

答了这个长久的开放问题。随后，Royer and Wright [147] 提出了一个基于线搜索的 𝑂 (ϵ−3/2) 的二阶
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算法，证明了利用线搜索也能达到相似的效果。但实际上这两个方法 [41,147] 的流程都极为复杂，算

法中包含了很多复杂的子模块，对于工程实践并不友好。Cartis et al. [29] 最近的非凸优化专著中，对

于这些算法作了较为详细的总结。

第四节 二阶算法在凸优化及结构化问题中的理论分析

即使在非凸问题中，利用结构特征，二阶算法完全可能超过一般 𝑂 (ϵ−3/2) 或者 𝑂 (ϵ−2) 的理论

结果。一个较为著名的结论是非凸的信赖域子问题 (Trust-region Subproblem, TRS).可以证明 TRS具

有隐凸性 [161]. 早在上世纪 90年代初，Vavasis and Zippel [157], Ye [163] 分别证明了 TRS是多项式可解

的，其复杂度可以提高到𝑂 (log log(1/ϵ)). 对于一般的线性约束的非凸二次规划，Ye [166] 证明了利用

二阶算法其复杂度为𝑂 (ϵ−1)，据我们所知，对于估计 KKT点，这是第一个打破了平凡的𝑂 (ϵ−2)复
杂度的结果。在 21 世纪初，有学者证明对一类压缩感知问题，其复杂度高于一般认知下的 𝑂 (ϵ−2)
(甚至有可能是 𝑂 (log(ϵ−1))，比较有代表性的工作包括 [32,64,65]. 即使对于不满足 Lipschitz 条件的问

题，也可以证明不平凡的结果 [31,54,78,82].

二阶算法在凸优化中的表现也得到了广泛的研究。比较有代表性的如Nesterov and Polyak [128] 提

出的三次正则牛顿法 (Cubic Regularization, CR)，以及利用Nesterov估计序列 (Estimating Sequence)

加速技术针对凸优化的改进方法 [121]. 上述两个工作可以分别将二阶方法在一般性的满足二阶

Lipschitz连续条件的凸优化问题复杂度提高到𝑂 (ϵ−1/2)和𝑂 (ϵ−1/3). 利用Monteiro-Svaitor框架 [117]，

这个结果可以进一步提高到𝑂 (ϵ−1/3.5). 但算法将额外需要一个线搜索环节。

很多实践结果表明，加速二阶算法的实际表现往往不尽如人意，其全局收敛性的优势没有很强的

体现 [24]. 这启发人们进一步提高二阶算法，尤其是在凸优化问题中的表现。2021年，Mishchenko [115]

发现，可以将正则项设为 ‖∇ 𝑓 (𝑥)‖1/2，首次证明了 ‘‘二次’’ 正则化的牛顿法也具有 𝑂 (ϵ−1/2) 的复杂

度，这个结果以往被认为是三次正则化技术的结果；实际上，Mishchenko 的算法框架隐含了一个

线性收敛的子列。随后，Doikov et al. [51] 结合该技术提出一种统一的二阶算法框架，利用 ‘‘凸函数

的三阶信息并不重要’’ 的直觉，统一对 H¥older 连续的函数作分析，同时囊括了一阶、二阶、三阶

Lipschitz连续假设下的分析结果，文章中汇报的数值结果也非常喜人。Jiang et al. [92] 提出一种信赖

域法，首次证明了信赖域法在凸优化问题中的复杂度。

除次之外，另一类分析聚焦于更为特殊的问题。如在内点法中，牛顿法的全局线性速度主要

基于一类自协函数 (Self-Concordant Functions)，其中就包括对数障碍罚函数 (Logarithmic Barriers)，

(分析中心的)势函数 (Potential function of Analytic Centers)等 [127]. 从自协函数理论的提出以来，不

断有学者尝试推广这类函数的性质，近几年比较有名的工作是 ‘‘广义自协函数” [153]。这套理论随后

被推广到了条件梯度法 [55](又称 Frank-Wolfe 法) 及变分问题中的单调算子中 [154]. 在半光滑和非光

滑问题中，也有利用误差界进行分析的文献，取得了极好的效果。如文献 [175] 利用 Luo-Tseng 误差

11
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界可以证明一类邻近牛顿法具有超线性收敛速度。随机优化问题中的二阶算法也是一个热点问题，

见综述 [19]. 比较重要的方法是随机拟牛顿算法的发展 [21]，以及最近应用到深度学习中的拟牛顿算

法 [12] 等，这里不再赘述。

第五节 二阶子问题的求解方法

二阶算法中，如何高效求解子问题是一个核心课题。在二阶算法中，子问题一般是某种信赖域

子问题的变种，形如，

𝑑𝑘 = arg min
𝑑∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥𝑘) + 𝑔𝑇𝑘 𝑑 +
1
2
𝑑𝑇𝐻𝑘𝑑 + γ𝑘 ‖𝑑‖ 𝑝 . (2-4)

在信赖域法中，γ𝑘 可以认为是信赖域约束的对偶变量，此时取 𝑝 = 2. 在三次正则牛顿法中，取

𝑝 = 3. 在一般的二次正则牛顿法中，一般取 𝑝 = 2, γ𝑘 是一个自由调节的常数。一般地，形同(2-4)的

子问题在理论和实际上不需要求到精确解，只需要满足一定的正则条件，如 Dennis-Moré [118] 条件

等 [27,41].

从计算上，求解二阶子问题的方法可以分为两种，一种需要矩阵分解，另一种依靠一类迭代算

法求解。矩阵分解法主要依赖于 Cholesky 或 LDL 分解, 这种方法主要依赖于强大的数值计算软件，

如 BLAS [17], LAPACK [7]. 另一类方法主要依赖于方程组的迭代方法，尤其是 Krylov 子空间方法 [71],

参见文献 [27,29]。最简单的 Krylov子空间方法称为共轭梯度法 (Conjugate Gradient Method)，可以证

明，共轭梯度法在严格正定系统中是有限步收敛的。近年来，有学者发现 Krylov类的方法，尤其是

Lanczos Method [71] 在某些条件下，求解 TRS (或广义 TRS)具有线性收敛速度 [73,178,179]. 值得注意的

是，Rojas et al. [146] 意识到 TRS 可以使用一个对称特征值问题进行求解，这个想法随后被 [3,4] 推广。

近年来，也有用二次特征值问题，广义特征值问题求解三次子问题的做法，如文献 [86]. 也有学者利

用一阶算法求解子问题，并证明算法相对与输入数据的非零元是 ‘‘线性时间’’的，如 [80,91].

第六节 Lanczos方法以及随机求解技术

这里回顾和总结 Lanczos方法在求解对称实矩阵 𝐴 ∈ 𝒮𝑛 特征对 (eigenpair)方面的标准结果。不

妨假定特征值按以下顺序排列：

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λ𝑛. (2-5)

不失一般性，我们假定 λ1 > λ2;否则，若存在重数，可直接选取下一个特征值。

2.6.1 Lanczos方法的误差界及基本概念

特征值估计的误差可以有多种理解，我们简述之。

• 标准相对误差与谱间距。标准理论 [149] 对实对称矩阵第 𝑖 个特征值估计了如下的算术运算，使得

12
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近似特征值 ξ 满足相对误差与谱间距：

0 ≤ λ1 − ξ ≤ (λ1 − λ𝑛) ε, (2-6)

其中 ε > 0为相对误差，ξ（即 Ritz值）来源于当次 Lanczos法的迭代 𝑘。

• Kuczyǹski的相对误差。另一方面，Kuczyski and Woniakowski [103] 采用不同的误差定义：����ξ(𝐴) − λ1(𝐴)λ1(𝐴)

���� ≤ ε. (2-7)

(2-7)和 (2-6)可通过以下不等式联系起来：
λ1(𝐴) − ξ(𝐴)
λ1(𝐴) − λ𝑛 (𝐴)

=
λ1(𝐴) − ξ(𝐴)

λ1(𝐴 − λ𝑛 (𝐴) · 𝐼)
(2-8)

=
λ1(𝐴 − λ𝑛 (𝐴)𝐼) − ξ(𝐴 − λ𝑛 (𝐴)𝐼)

λ1(𝐴 − λ𝑛 (𝐴)𝐼)
. (2-9)

这表明 (2-6)等价于 Kuczyǹski估计中的 λ1(𝐴 − λ𝑛 (𝐴)𝐼)。由于 Lanczos方法具有尺度不变性，所

得结果与 (2-6)完全一致。

• 最小特征值。让我们对最小特征值进行估计。该问题等价于计算 −𝐴 的最大特征值，即

λ𝑛 (𝐴) = −λ1(−𝐴)。设 −ξ 近似 λ1(−𝐴)，根据 (2-6)，误差满足：

λ1(−𝐴) − (−ξ) ≤ (λ1(−𝐴) − λ𝑛 (−𝐴)) ε. (2-10)

注意，原始理论假设 𝐴 � 0，而 −𝐴显然不满足该条件。我们通过某个 𝑀 ≥ λ1(𝐴)进行缩放，使

上述不等式等价于：

λ1(𝑀 · 𝐼 − 𝐴) − (𝑀 · 𝐼 − ξ) ≤ (λ1(𝑀 · 𝐼 − 𝐴) − λ𝑛 (𝑀 · 𝐼 − 𝐴)) ε. (2-11)

这进一步等价于：

ξ − λ𝑛 (𝐴) ≤ (λ1(−𝐴) − λ𝑛 (−𝐴)) ε

≤ (λ1(𝐴) − λ𝑛 (𝐴)) ε. (2-12)

由于 𝐴和 −𝐴（或 𝑀 · 𝐼 − 𝐴）的谱间距相同，上述结果成立。

• 用诱导范数 ‖𝐴‖ 进行恒量。当 𝐴 由 Hessian 矩阵给出时，可能是非正定的，此时 Lipschitz 连

续性成立。通常，我们可以考虑 ‖𝐴‖，即 ℓ2 诱导范数。由于所有上述结果均具有尺度不变性，

相同的界仍然成立；因此，可考虑 𝐴 − λ1(𝐴)𝐼 并使用 (2-12)。另一方面，我们可以用 ‖𝐴‖ 代替

λ1(𝐴) − λ𝑛 (𝐴)：

‖𝐴‖ = sup
‖𝑥 ‖=1

‖𝐴𝑥‖ = max{|λ1(𝐴) |, |λ𝑛 (𝐴) |}. (2-13)

从而：

λ1(𝐴) − λ𝑛 (𝐴) ≤ 2max{|λ1(𝐴) |, |λ𝑛 (𝐴) |} ≤ 2‖𝐴‖. (2-14)
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因此，误差估计满足：
ξ − λ𝑛 (𝐴)
2‖𝐴‖ ≤ ξ − λ𝑛 (𝐴)

λ1(𝐴) − λ𝑛 (𝐴)
≤ ε. (2-15)

由此可得：

ξ − λ𝑛 (𝐴) ≤ 2ε‖𝐴‖. (2-16)

• 绝对误差。以上所有结果均基于相对误差。对于绝对误差，例如：

|λ1 − ξ | ≤ ϵ, (2-17)

等价于：

ε =
ϵ

λ1(𝐴) − λ𝑛 (𝐴)
. (2-18)

2.6.2 Kaniel–Paige收敛理论

经典复杂度依赖于与特征值分布相关的界，即特征值谱。以下定理可在标准特征值教材中找到，

如文献 [149] 的 Theorem 6.4.

定理 2.1

设 λ𝑖 和 λ(𝑘 )𝑖 分别为第 𝑖 个精确和近似特征值，则它们满足以下双重不等式：

0 ≤ λ𝑖 − λ(𝑘 )𝑖 ≤ (λ1 − λ𝑛)
(
κ(𝑘 )𝑖 tan ∠ (𝑏, 𝑣𝑖)
𝐶𝑚−𝑖 (1 + 2γ𝑖)

)2
其中 𝑏 为初始向量，

𝑣𝑖 ∈ 𝒮𝑖 (𝐴), γ𝑖 =
λ𝑖 − λ𝑖+1
λ𝑖+1 − λ𝑛

,

且 κ(𝑘 )𝑖 由以下递推关系给出：

κ(𝑘 )1 ≡ 1, κ(𝑘 )𝑖 =
𝑖−1∏
𝑗=1

λ(𝑘 )𝑗 − λ𝑛
λ(𝑘 )𝑗 − λ𝑖

, 𝑖 > 1.

其中，𝐶 (·)为第一类 Chebyshev多项式。

定义 2.2:第一类 Chebyshev多项式

第 𝑘 阶第一类 Chebyshev多项式定义为：

𝐶𝑘 (𝑡) = cos
[
𝑘 cos−1(𝑡)

]
, ∀𝑡,−1 ≤ 𝑡 ≤ 1.

由以上定义，从而递推关系为：

𝐶𝑘+1(𝑡) = 2𝑡 · 𝐶𝑘 (𝑡) − 𝐶𝑘−1(𝑡).

14
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当 |𝑡 | > 1时，我们使用以下扩展公式：

𝐶𝑘 (𝑡) = cosh
[
𝑘 cosh−1(𝑡)

]
, |𝑡 | ≥ 1.

这一公式可通过复变量方法推导，利用 cos θ =
(
𝑒𝑖θ + 𝑒−𝑖θ

)
/2，从而得到：

𝐶𝑘 (𝑡) =
1
2

[(
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

) 𝑘
+

(
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

)−𝑘]
.

因此可得下界估计：

𝐶𝑘 (𝑡) ≥
1
2

(
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

) 𝑘
:= 𝐶𝑘 (𝑡), ∀|𝑡 | ≥ 1. (2-19)

基于上述结论，对极端情况（𝑖 ∈ {1, 𝑛}），我们有以下推论：

推论 2.3

设 𝑖 = 1，则最大特征值的近似满足：

0 ≤ λ1 − λ(𝑘 )1 ≤ (λ1 − λ𝑛)
(
tan ∠ (𝑏, 𝑣1)
𝐶𝑘−1 (1 + 2γ1)

)2
, γ1 =

λ1 − λ2
λ2 − λ𝑛

.

注意，对于所有 𝑖 ≥ 1，均有 1 + 2γ𝑖 ≥ 1。我们引入以下定理：

定理 2.4:求解最大特征值的复杂度

设 𝑖 = 1，则使

0 ≤ λ1 − λ(𝑘 )1 ≤ (λ1 − λ𝑛) ε

成立所需的迭代次数满足：

𝐾ε = 1 +

√
λ2 − λ𝑛
λ1 − λ2

log
(
2 sin ∠ (𝑏, 𝑣1)√
ε · 〈𝑏, 𝑣1〉

) .
进一步地，使

0 ≤ λ1 − λ(𝑘 )1 ≤ ϵ

成立的迭代次数，即 ε = (λ1 − λ𝑛)−1ϵ，满足：

𝐾abs
ϵ = 1 +


√
λ2 − λ𝑛
λ1 − λ2

log
(
2 sin ∠ (𝑏, 𝑣1) ·

√
λ1 − λ𝑛√

ϵ · 〈𝑏, 𝑣1〉

) .

Proof. 需找到满足下列条件的 𝑘： (
tan ∠ (𝑏, 𝑣1)
𝐶𝑘−1 (1 + 2γ1)

)2
≤ ε.

观察若满足：

ε−1/2 | tan ∠ (𝑏, 𝑣1) | ≤
1
2

(
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

) 𝑘
, (2-20)
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图 2-1 验证 𝑓 (𝑡) = 1
log

(
𝑡+
√
𝑡2−1

) −√
2
𝑡−1 ≤ 0.

则：
ε−1/2 | tan ∠ (𝑏, 𝑣1) | ≤

1
2

(
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

) 𝑘
≤ 𝐶𝑘−1 (1 + 2γ1) ≤ 𝐶𝑘−1 (1 + 2γ1) , (2-21)

进一步推出：
tan ∠ (𝑏, 𝑣1)
𝐶𝑘−1 (1 + 2γ1)

≤
√
ε. (2-22)

注意到， (
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

) 𝑘−1
≥ 2 · | tan ∠ (𝑏, 𝑣1) |/

√
ε, 其中 𝑡 = 1 + 2γ1. (2-23)

⇒ 𝑘 ≥ 1 + log
(
2| tan ∠ (𝑏, 𝑣1) |√

ε

)
/log

(
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

)
. (2-24)

数值计算（见上图）可验证 图 2-1 (我们省略证明)：

log
(
𝑡 +
√
𝑡2 − 1

)−1
≤

√
2/(𝑡 − 1) =

√
γ−11 =

√
λ2 − λ𝑛
λ1 − λ2

,

因此：

𝑘 ≤ 1 +

√
λ2 − λ𝑛
λ1 − λ2

log
(
2 tan ∠ (𝑏, 𝑣1)√

ε

)
.

由于：

tan ∠ (𝑏, 𝑣1) =
sin ∠ (𝑏, 𝑣1)
cos ∠ (𝑏, 𝑣1)

=
sin ∠ (𝑏, 𝑣1)
〈𝑏, 𝑣1〉

,

证毕。 □

2.6.3 Kuczyǹski估计

由于 Lanczos方法通过 Krylov子空间演化，众所周知，该方法的收敛性取决于特征值分布及角

度 ∠(𝑏, 𝑣1)；若二者正交，则方法失效。Kuczyski and Woniakowski [103] 证明了以下结论：(𝑎)对于
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某个固定的 𝑏 ∈ ℝ𝑛，不存在任何 Krylov 类型算法能够对所有 𝐴 ∈ 𝒮𝑛 近似 𝑣1 ∈ 𝒮1；(𝑏) 若使用 𝑘

维子空间（即 𝑘 次迭代），则在少于 𝑛 − 1 次迭代内无法近似 𝑣1。其核心思想是利用概率方法绕过

𝑏 ⊥ 𝒮1 的情况，即 𝑏 6⊥ 𝒮1 成立 a.s.

我们使用原始表述，考虑 ����ξ(𝐴) − λ1(𝐴)λ1(𝐴)

���� ≤ ε.
根据 Lanczos方法的特性，上述式子等价于

λ1(𝐴) − ξ(𝐴)
λ1(𝐴)

≤ ε.

令 λ(𝑘 )1 表示第 𝑘 次迭代得到的 Ritz近似值。对于某个分布 µ，定义两种误差度量：

𝑒 (𝑘 )avg =
∫
‖𝑏‖=1

�����λ(𝑘 )1 − λ1(𝐴)
λ1(𝐴)

�����µ(𝑑𝑏),
ℙ(λ(𝑘 )1 , 𝐴, 𝑘, ε) = µ

{
𝑏 ∈ ℝ𝑛 : ‖𝑏‖ = 1,

����ξ(𝐴, 𝑏, 𝑘) − λ1(𝐴)λ1(𝐴)

���� > ε} .
2.6.3.1 期望误差

我们首先分析期望概念下的误差。

定理 2.5

设 Lanczos方法在 𝐴上运行，初始向量 𝑏 ∼ µ.

(𝑎) 对于任意对称正定矩阵 𝐴，令 𝑑 表示其不同特征值的个数。则当 𝑘 ≥ 𝑑 时，

𝑒 (𝑘 )avg = 0.

当 𝑘 ∈ [4, 𝑚 − 1]时，

𝑒 (𝑘 )avg ≤ 0.103
(
ln

(
𝑛(𝑘 − 1)4

)
𝑘 − 1

)2
≤ 2.575

(
ln 𝑛
𝑘 − 1

)2
.

(𝑏) 对于任意对称正定矩阵 𝐴，设 λ2 和 λ𝑛 分别为 𝐴的第二大和最小特征值，则

𝑒 (𝑘 )avg ≤ 2.589
√
𝑛

(
1 −

√
(λ1 − λ2) /(λ1 − λ𝑛)

1 +
√
(λ1 − λ2) /(λ1 − λ𝑛)

) 𝑘−1
.

我们将其转化为收敛率：
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推论 2.6

设 𝐾 使得 𝑒 (𝐾 )avg ≤ ε，则 (𝑎)给出

𝐾 ≥ 1 +
⌈
1.605 · ε−1/2 ln 𝑛

⌉
.

而 (𝑏)令
κL =

λ1 − λ𝑛
λ1 − λ2

,

则

𝐾 = 1 +
⌈
1
2
√
κL log

(
2.589

√
𝑛

ε

)⌉
.

Proof. 证明 (𝑏)部分。令 ν =
√
κ−1L ，则

2.589
√
𝑛

(
1 − ν
1 + ν

) 𝑘−1
≤ ε,

⇒ 𝑘 ≥ 1 + log
(
2.589

√
𝑛

ε

)
/log

(
1 + ν
1 − ν

)
= 1 + log

(
2.589

√
𝑛

ε

)
/log

(
1 + 2ν

1 − ν

)
.

由于

log (1 + 1/𝑡) ≥ 1
1/2 + 𝑡 ,

⇒ log
(
1 + 2ν

1 − ν

)
≥ 1
1/2 + 1−ν

2ν
= 2ν,

因此可得：

𝐾 = 1 +
⌈√
κL
2

log
(
2.589

√
𝑛

ε

)⌉
.

□

2.6.3.2 高概率复杂度

我们现在考虑概率复杂度，证明误差估计以高概率 1 − δ 成立，即满足：

ℙ(λ(𝑘 )1 , 𝐴, 𝑘, ε) ≤ δ.

定理 2.7

设 ε ∈ [0, 1),

(𝑎) 对于任意对称正定矩阵 𝐴，令 𝑚 为 𝐴的不同特征值个数。则当 𝑘 ≥ 𝑚 时，

ℙ(λ(𝑘 )1 , 𝐴, 𝑘, ε) = 0.
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对于任意 𝑘，有

ℙ(λ(𝑘 )1 , 𝐴, 𝑘, ε) ≤ 1.648
√
𝑛𝑒−

√
ε(2𝑘−1) .

(𝑏) 设 λ2 和 λ𝑛 分别为 𝐴的第二大和最小特征值，则

ℙ(λ(𝑘 )1 , 𝐴, 𝑘, ε) ≤ 1.648
√
𝑛

ε

(
1 −

√
(λ1 − λ2) /(λ1 − λ𝑛)

1 +
√
(λ1 − λ2) /(λ1 − λ𝑛)

) 𝑘−1
.

类似于期望误差，我们可以推导收敛速率：

推论 2.8

设 𝐴 � 0，我们希望找到某个 𝐾，使得误差估计
λ1(𝐴) − ξ(𝐴)

λ1(𝐴)
≤ ε

在概率 1 − δ 下成立，其中 δ ∈ (0, 1)。则 (𝑎)给出：

𝐾 = 1 +
⌈
1
2
ε−1/2 log

(
1.648 · 𝑛
δ2

)⌉
≈ 1 +

⌈
1
4
ε−1/2 log

( 𝑛
δ2

)⌉
.

对于 (𝑏)，令

κL =
λ1 − λ𝑛
λ1 − λ2

,

则

𝐾 = 1 +
⌈√
κL

2
log

(
1.648

√
𝑛

δ
√
ε

)⌉
≈ 1 +

⌈√
κL

2
log

(
2.716 · 𝑛
δ2 · ε

)⌉
≈ 1 +

⌈√
κL log

( 𝑛

δ2 · ε
)⌉
.

为完整起见，我们提供 (𝑏)部分的证明：

Proof. 令 ν =
√
κ−1L ，则

1.648
√
𝑛

ε

(
1 − ν
1 + ν

) 𝑘−1
≤ δ.

于是，

𝑘 ≥ 1 + log
(
1.648

√
𝑛

δ
√
ε

)
/log

(
1 + ν
1 − ν

)
.
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因此可得：

𝐾 = 1 +
⌈√
κL

2
log

(
1.648𝑛
δε

)⌉
.

□

以上结论将在非精确的齐次二阶法中被反复用到，为简洁起见，我们后续将不再重复这些结

论。
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第三章 齐次二阶下降法

第一节 介绍

我们考虑以下无约束优化问题：

min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥), (3-1)

其中， 𝑓 : ℝ𝑛 ↦→ ℝ 为二阶连续可微函数，且 𝑓inf := inf 𝑓 (𝑥) > −∞。给定容差 ϵ > 0，目标是找到满

足以下条件的 ϵ-近似二阶稳定点 (SOSP) 𝑥. 其中，λ1(𝐴) 表示矩阵 𝐴 的最小特征值。对于非凸函数

𝑓，已有研究表明，在标准 𝐿-Lipschitz 连续梯度条件下，梯度下降 (GD) 方法可在 𝑂 (ϵ−2)次迭代内

找到满足条件 (2-2a) 的 ϵ-近似一阶稳定点。若进一步要求满足二阶条件 (2-2b)，一阶方法可能失效，

通常我们切换到二阶方法，例如信赖域法 [38]。

在每次迭代中，牛顿类方法通常在当前迭代点 𝑥𝑘 构造二阶近似模型，然后计算更新方向 𝑑𝑘。

例如，牛顿法采用以下二次近似：

𝑑𝑘 = arg min
𝑑∈ℝ𝑛

𝑚𝑘 (𝑑) := 𝑔𝑇𝑘 𝑑 +
1
2
𝑑𝑇𝐻𝑘𝑑, (3-2)

其中，𝑔𝑘 = ∇ 𝑓 (𝑥𝑘)，𝐻𝑘 = ∇2 𝑓 (𝑥𝑘)。尽管牛顿法在实践中表现优异，但 Cartis et al. [25] 显示，牛顿

法在非凸情况下的最坏复杂度与梯度下降法相同，为𝑂 (ϵ−2)。因此，需采用高级技术以提高牛顿法

的收敛性能。Nesterov and Polyak [128] 引入了三次正则化 (CR)，考虑以下子问题：

𝑑CR𝑘 = argmin
𝑑

𝑚CR
𝑘 (𝑑) := 𝑔

𝑇
𝑘 𝑑 +

1
2
𝑑𝑇𝐻𝑘𝑑 +

σ𝑘
3
‖𝑑‖3, (3-3)

其中 σ𝑘 > 0。他们证明，三次正则化牛顿法的迭代复杂度提升为𝑂 (ϵ−3/2)。Cartis et al. [27,28] 随后提

出了自适应和不精确的三次正则化 (ARC)版本，具有相同的复杂度。在三次正则化出现之前，信赖

域 (TR)方法是一种广泛使用的经典算法。它基于与牛顿法相同的模型函数计算更新方向，但将其限

制在预设的信赖域半径 Δ𝑘 内，并在相应的接受率 ρ𝑘 超过某一阈值时接受更新 [38]：

𝑑TR𝑘 = arg min
‖𝑑 ‖≤Δ𝑘

𝑚𝑘 (𝑑), (3-4a)

ρ𝑘 :=
𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)
𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑚𝑘 (0)

. (3-4b)

然而，通过这种方式建立改进的 𝑂 (ϵ−3/2) 迭代复杂度更加困难。据我们所知，Ye [168,169] 提出了最

早的基于固定半径策略的𝑂 (ϵ−3/2)信赖域方法。最近，Curtis et al. [41] 指出，基于 (3-4)的经典信赖

域方法因使用经典的 ρ𝑘 接受规则和线性更新半径而未能满足实现 𝑂 (ϵ−3/2) 复杂度所需的充分下降

性质。

为了解决这一问题，他们开发了一种名为 TRACE 的算法 [40,41]，该算法通过调整 Δ𝑘 的扩张和

收缩规则实现了预期的复杂度结果，这种规则基于 ‖𝑑TR𝑘 ‖ 式 (3-4a) 的对偶解之间的非线性关系。
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这一复杂度界也可以通过 Royer and Wright [147] 提出的线搜索 Newton CG 框架实现。其算法根据

Hessian 矩阵 𝐻𝑘 的最小特征值在牛顿步和正则化牛顿步之间交替，并根据 [27,41] 中类似的接受规则

选择步长。然而，上述所有方法都需要求解牛顿系统，其计算成本通常为 𝑂 (𝑛3)。通过使用负曲率

模块 (Negative Curvature Oracle)和共轭梯度方法，可以找到具有更好复杂度的不精确解。在这种意

义上，许多经典算法都有改进的空间 [44,147,148].

3.1.1 本章贡献

受二次规划的半正定松弛技术的启发，我们提出了局部二次近似 𝑚𝑘 (𝑑)的齐次化版本。我们证

明了所得问题本质上是一个特征值问题，可以通过随机启动的 Lanczos 算法 [103] 来求解，在高概率

下具有复杂度 𝑂̃ (𝑛(𝑛 + 1)ϵ−1/4) 的保证。我们证明了齐次化矩阵的最左特征值始终为负；即使原始

Hessian 矩阵 (接近) 正半定，齐次化负曲率仍然存在。类似于梯度下降法通过沿负梯度方向移动以

达到一阶稳定点，我们可以通过沿齐次化负曲率对应的方向移动来达到二阶稳定点。

其次，我们提出了一种新的二阶方法，称为齐次二阶下降方法 (Homogeneous Second-Order

Descent Method，HSODM) (算法 3-1)，其子问题采用齐次二次模型。我们提供了两种步长策略来利

用齐次化负曲率，包括固定半径策略和简单的回溯线搜索方法。我们的方法实现了更优的迭代复杂

度 𝑂 (ϵ−3/2)，相比于标准信赖域方法 [42] 和基于负曲率的方法 [39] 的 𝑂 (ϵ−2) 复杂度，更快地收敛到

二阶稳定点 (SOSP)。考虑到子问题，它需要𝑂̃ ((𝑛 + 1)2ϵ−7/4)次算术操作。与 [5,23,94,147] 的方法相比，

HSODM 仅依赖于齐次化模型，不需要在不同的子程序之间切换。该算法形式简单而优雅，对实践

者非常友好。为了清晰地比较，我们提供了以下 表 3-1，其中包含了具有最先进复杂度结果的算法。

请注意，ARC [27,28] 和 TRACE [40,41] 分别需要牛顿型方程，来自三次正则化问题和信赖域子问题。这

两者都可以通过应用矩阵分解 (𝑂 (𝑛3))和适当的参数搜索过程 (𝑂 (𝑛2 log(1/ϵ)))来解决。为了包含不

精确的子问题解，文献 [44,147,148] 中的方法在用于线性方程的共轭梯度法和用于极端特征值问题的随

机 Lanczos 方法之间切换，从而将复杂度率提高到 𝑂̃ (𝑛2ϵ−1/4)。对于 HSODM，仅需要极端特征值

问题。据我们所知，HSODM是第一个仅需要依赖特征值计算的二阶方法。

最后，所提出方法的数值结果也令人鼓舞。具体来说，HSODM 的两个变体在 CUTEst 数据集

中优于标准的二阶方法，包括经典的信赖域方法和三次正则化牛顿方法。

本章中，我们使用如下的记号。

令 ‖ · ‖ 为 ℝ𝑛 空间中的标准欧几里得范数。记 𝐵(𝑥, 𝑅) = {𝑦 : ‖𝑦 − 𝑥‖ ≤ 𝑅}为以 𝑥 为中心、半

径为 𝑅 的闭球。对于矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛，‖𝐴‖ 表示其诱导的 ℓ2 范数，λ1(𝐴), λ2(𝐴), . . . , λmax(𝐴) 表示

其按升序排列的不同特征值。对于 𝑛 > 0，𝐼𝑛 表示 𝑛 维单位矩阵；如果上下文清楚，我们将省略

𝑛。在某次迭代 𝑥𝑘 时，我们简记 𝑔𝑘 = ∇ 𝑓 (𝑥𝑘) 和 𝐻𝑘 = ∇2 𝑓 (𝑥𝑘)。我们按照通常的意义使用渐近符
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表 3-1 几种二阶算法的简要比较。这里，𝑝 ∈ (0, 1)表示随机 Lanczos 方法的失败概率。

在最后一列中，我们使用 “E”表示极端特征值问题，使用 “N”表示牛顿型方程。

算法 迭代复杂度 子问题复杂度 Oracle(s)

ARC [27] 𝑂 (ϵ−3/2) 𝑂 (𝑛3 + 𝑛2 log(1/ϵ)) N

TRACE [40,41] 𝑂 (ϵ−3/2) 𝑂 (𝑛3 + 𝑛2 log(1/ϵ)) N
[44] Algorithm 4.1 𝑂 (ϵ−3/2) 𝑂 (𝑛2ϵ−1/4 log(𝑛/𝑝ϵ)) N & E

Newton-CG [147,148] 𝑂 (ϵ−3/2) 𝑂 (𝑛2ϵ−1/4 log(𝑛/𝑝ϵ)) N & E

HSODM 𝑂 (ϵ−3/2) 𝑂 ((𝑛 + 1)2ϵ−1/4 log(𝑛(𝑛 + 1)/𝑝ϵ)) E

号 𝑂, Ω, Θ，而 𝑂̃ 隐藏了相对于 ϵ的对数项。特别地，给定两个常数 𝐴和 𝐵，如果存在常数 𝑐 > 0

使得 𝐴 ≤ 𝑐 · 𝐵，我们说 𝐴 = 𝑂 (𝐵)；如果存在常数 𝑐 > 0 使得 𝐴 ≥ 𝑐 · 𝐵，我们说 𝐴 = Ω(𝐵)。如果

𝐴 = 𝑂 (𝐵)且 𝐴 = Ω(𝐵)，我们说 𝐴 = Θ(𝐵)。我们使用 [𝑎; 𝑏] (分别为垂直拼接)和 [𝑎, 𝑏] (分别为水平

拼接)来表示数组或数字的拼接。对于向量 𝑎 ∈ ℝ𝑛 和 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，我们记 𝑎 [1: 𝑗 ] 为 𝑎 的前 𝑗 个元素。

本章的其余部分组织如下。在 第 3.2节 中，我们简要描述了基于齐次二次模型的方法。通过将

齐次模型作为特征值问题求解，相应的 HSODM 在 算法 3-1 中被引入。在 第 3.3 节 和 第 3.4 节 中，

我们分析了 HSODM的全局和局部收敛性。我们的结果表明，HSODM对于 𝑂 (ϵ−3/2)的 ϵ-近似二阶

稳定点具有全局复杂度。如果不提前终止算法，它以局部二次速率收敛。我们在 第 3.5节 中解决了

HSODM 的不精确性，介绍了一种具有偏置初始化的 Lanczos 方法，以利用 Ritz 近似于齐次曲率。

在 第 3.6 节 中，我们通过在 CUTEst 基准测试中与其他标准二阶方法进行比较，展示了我们方法的

有效性，并提供了丰富的计算结果。

第二节 齐次二次模型与二阶下降方法

3.2.1 齐次化的动机

许多非凸优化方法利用 Hessian 矩阵的负曲率。特别地，给定一个迭代点 𝑥𝑘，对于某个容差

ϵ > 0,通常需要确定是否存在 ξ𝑘 ∈ ℝ𝑛 满足

ℛ𝑘 (ξ𝑘) :=
ξ𝑇𝑘 𝐻𝑘ξ𝑘

‖ξ𝑘 ‖2
≤ −
√
ϵ, (3-5)

这暗示了 λmin (𝐻𝑘) ≤ −
√
ϵ. 在计算上，可以使用随机 Lanczos方法，以 𝑂̃

(
𝑛2 · ϵ−1/4

)
的算术操作成

本找到这样的方向 ξ𝑘
[103]. 如果将该方向与合适的步长 η 配合使用，则在二阶 Lipschitz 连续性下，

函数值将减少 Ω(ϵ3/2). 这种性质在基于负曲率的一阶方法中被广泛应用 [23,94]。然而，如果条件 (3-5)

不成立，则必须切换到其他子程序 [5,23,94,147]，这使得迭代过程变得复杂，从而难以高效实现和参数

调优。
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为解决这一问题，我们对 𝑥𝑘 处的二阶泰勒展开式 (3-2)应用了齐次化技巧 (例如，参见 [152,173])：

𝑡2
(
𝑚𝑘 (𝑑) −

1
2
δ

)
= 𝑡2

(
𝑔𝑇𝑘 (𝑣/𝑡) +

1
2
(𝑣/𝑡)𝑇𝐻𝑘 (𝑣/𝑡) −

1
2
δ

)
(𝑑 := 𝑣/𝑡) (3-6)

=
1
2


𝑣

𝑡


𝑇 
𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ



𝑣

𝑡

 , 𝐹𝑘 :=

𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ

 . (3-7)

第二个方程被称为齐次二次模型。齐次矩阵 𝐹𝑘 的一个优良性质是：即使 𝐻𝑘 是正定的，𝐹𝑘 仍然是

不定的，因此可以从这个 (𝑛 + 1)维提升矩阵中计算出“齐次负曲率”。为了与 (3-5)中给出的 Rayleigh

商建立联系，我们施加一个球约束 ‖[𝑣; 𝑡]‖ ≤ 1，从而 (3-7)是有界的。此外，如果取 𝑑 = 𝑣/𝑡，则齐

次模型与缩放了 𝑡2 的二阶近似 (3-2)在某个常数 (即 −δ/2)范围内是等价的。

3.2.2 方法概述

我们在 算法 3-1 中给出了 HSODM 算法。本文其余部分将讨论在迭代中使用“齐次化”矩阵的方

法。我们正式定义齐次二次模型如下：给定一个迭代点 𝑥𝑘 ∈ ℝ𝑛，令 ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; δ)为齐次二次模型，

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; δ) :=

𝑣

𝑡


𝑇 
𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ



𝑣

𝑡

 , 𝑣 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ, (3-8)

其中 δ ≥ 0是一个预定义常数。在每次迭代中，HSODM在当前迭代点 𝑥𝑘 处最小化模型，即，

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; δ). (3-9)

将问题 (3-9) 的最优解记为 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]。由于子问题 (3-9) 本质上是一个特征值问题，[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] 是对应于

𝐹𝑘 最小特征值的特征向量。因此，我们可以使用特征向量求解程序来解决该子问题，参见 [103]。

在求解 (3-9) 后，我们基于最优解 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] 构造一个下降方向 𝑑𝑘，并仔细选择步长 η𝑘 以确保足

够的下降。根据 (3-6)，𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘 是一个自然选择。然而，极端情况下 𝑡𝑘 = 0可能导致 𝑑𝑘 趋向于无

穷大。从直观上看，如果 |𝑡𝑘 |足够小，这意味着Hessian矩阵 𝐻𝑘 在齐次模型中占主导作用，因此我

们直接选择截断方向 𝑣𝑘 (见 行 8) 。否则，预定义参数 −δ 将变得重要，我们选择 𝑣𝑘/𝑡𝑘 作为下降方

向 (见 行 10)。我们使用
√
1/(1 + Δ2)和 ν 作为 |𝑡𝑘 |的阈值来确定其是否足够小。对于步长规则，我

们提供了两种选择步长的策略：第一种是使用线搜索确定 η𝑘，第二种是采用固定半径信赖域方法的

思想 [111,177]，使得 ‖η𝑘𝑑𝑘 ‖ = Δ，其中 Δ 是某个预先确定的常数。通过迭代执行该子程序，我们的算

法将收敛到 ϵ-近似的 SOSP。
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算法 3-1:齐次二阶下降方法 (HSODM)
Data: 初始点 𝑥1, ν ∈ (0, 1/2), Δ = Θ(

√
ϵ)

1 for 𝑘 = 1, 2, · · · do
2 求解子问题 (3-9)，并获得解 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘];
3 if |𝑡𝑘 | >

√
1/(1 + Δ2) then // 小值情况

4 𝑑𝑘 ← 𝑣𝑘/𝑡𝑘 ;
5 更新 𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 ;
6 (提前)终止 (或设置 δ = 0后继续) ;

7 if |𝑡𝑘 | ≥ ν then // 大值情况 (a)

8 𝑑𝑘 ← 𝑣𝑘/𝑡𝑘
9 else // 大值情况 (b)

10 𝑑𝑘 ← sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘

11 使用固定半径策略或线搜索策略选择步长 η𝑘 (参见算法 3-2) ;

12 更新 𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘 + η𝑘 · 𝑑𝑘 ;

3.2.3 齐次二次模型的初步分析

在本小节中，我们对齐次二次模型进行一些初步分析。首先，我们研究 Hessian 𝐻𝑘 和 𝐹𝑘 的最

小特征值与扰动参数 δ 之间的关系。随后，我们给出问题 (3-9)的最优性条件，并基于这些条件提供

一些有用的结果。

引理 3.1:关于 λ1(𝐹𝑘)、λ1(𝐻𝑘)和 δ的关系

设 λ1(𝐻𝑘) 和 λ1(𝐹𝑘) 分别是 𝐻𝑘 和 𝐹𝑘 的最小特征值。用 𝒮λ1 表示 λ1(𝐻𝑘) 对应的特征空间。

如果 𝑔𝑘 ≠ 0且 𝐻𝑘 ≠ 0，则以下结论成立：

(1) λ1(𝐹𝑘) < −δ 且 λ1(𝐹𝑘) ≤ λ1(𝐻𝑘)；

(2) 仅当 λ1(𝐻𝑘) < 0且 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮λ1 时，λ1(𝐹𝑘) = λ1(𝐻𝑘)。

Proof. 我们首先证明结论 (1)。根据 Cauchy 交错定理 [139]，我们立即得到 λ1(𝐹𝑘) ≤ λ1(𝐻𝑘)。现在

我们需要证明 λ1(𝐹𝑘) < −δ。只需证明矩阵 𝐹𝑘 + δ𝐼 存在一个负特征值。
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考虑方向 [−η𝑔𝑘 ; 𝑡]，其中 η, 𝑡 > 0。定义以下关于 (η, 𝑡)的函数：

𝑓 (η, 𝑡) :=

−η𝑔𝑘
𝑡


𝑇

(𝐹𝑘 + δ𝐼)

−η𝑔𝑘
𝑡

 ,
= η2𝑔𝑇𝑘 (𝐻𝑘 + δ𝐼)𝑔𝑘 − 2η𝑡‖𝑔𝑘 ‖2.

对于任意固定的 𝑡 > 0，有

𝑓 (0, 𝑡) = 0 且
𝜕 𝑓 (0, 𝑡)
𝜕η

= −2𝑡‖𝑔𝑘 ‖2 < 0.

因此，对于足够小的 η > 0，成立 𝑓 (η, 𝑡) < 0，这表明 [−η𝑔𝑘 ; 𝑡] 是一个负曲率方向。由此可得

λ1(𝐹𝑘) < −δ。对于结论 (2)的证明，与 [146] 中定理 3.1的证明类似，因此为简洁起见，此处省略。 □

引理 3.1 表明，通过调整扰动参数 δ，可以控制齐次矩阵 𝐹𝑘 的最小特征值。这有助于找到更好

的方向来降低目标函数的值。同时需要注意，𝑔𝑘 ⊥ 𝒮λ1 的情况通常被认为是解决信赖域子问题中的

一个难点。然而，在我们的收敛性分析中，这一挑战不会对HSODM构成障碍。接下来我们将证明，

在此情形下，函数值具有足够的下降。因此，由于不存在难点情况，HSODM 的子问题比信赖域子

问题更易于求解。

我们指出，引理 3.1 是 [146] 中引理 3.3 的简化版本，其中作者更详细地分析了扰动参数 δ 与齐

次矩阵 𝐹𝑘 的特征值对之间的关系。然而，不同之处在于，他们尝试通过齐次化技巧来求解信赖域

子问题，而我们的目标是寻求一个好的方向以减少函数值。此外，如果使用齐次模型，我们可以

证明 HSODM 拥有最优的 𝑂 (ϵ−3/2) 迭代复杂度。然而，如果将齐次化技巧用于求解信赖域子问题

(如 [146])，仍然需要类似 Curtis et al. [41] 中的框架来保证相同的收敛性质。此外，在该框架的每次迭

代中，还需要解决一系列齐次问题。

在以下引理中，我们基于标准信赖域子问题的最优性条件，刻画了问题 (3-9)的最优解 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]。

引理 3.2:最优性条件

[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]是子问题 (3-9)的最优解，当且仅当存在一个对偶变量 θ𝑘 > δ ≥ 0，使得
𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ + θ𝑘

 � 0, (3-10)


𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ + θ𝑘



𝑣𝑘

𝑡𝑘

 = 0, (3-11)

‖[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] ‖ = 1. (3-12)

此外，−θ𝑘 是扰动后的齐次矩阵 𝐹𝑘 的最小特征值，即 −θ𝑘 = λ1(𝐹𝑘)。
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Proof. 根据标准信赖域子问题的最优性条件，[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]是最优解，当且仅当存在一个对偶变量 θ𝑘 ≥ 0，
使得 

𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ + θ𝑘

 � 0,

𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ + θ𝑘



𝑣𝑘

𝑡𝑘

 = 0, 且 θ𝑘 · (‖ [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]‖ − 1) = 0

结合 引理 3.1，我们有 λ1(𝐹𝑘) < −δ ≤ 0。因此，θ𝑘 ≥ −λ1(𝐹𝑘) > δ ≥ 0，进一步可得 ‖[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] ‖ = 1。

此外，由 (3-11)，我们得到 
𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ



𝑣𝑘

𝑡𝑘

 = −θ𝑘

𝑣𝑘

𝑡𝑘

 .
将上述方程左乘 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]𝑇，我们有

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; δ) = −θ𝑘

注意，由 (3-12)，问题 (3-9)的最优值等价于 𝐹𝑘 的最小特征值，即 λ1(𝐹𝑘)。因此，−θ𝑘 = λ1(𝐹𝑘)。证

明完毕。 □

根据上述最优性条件，我们可以推导以下推论。

推论 3.3

引理 4.1中的方程 (3-11)可以重写为：

(𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)𝑣𝑘 = −𝑡𝑘𝑔𝑘 和 𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 = 𝑡𝑘 (δ − θ𝑘) (3-13)

此外，

(1) 如果 𝑡𝑘 = 0，则有

(𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)𝑣𝑘 = 0 和 𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 = 0 (3-14)

这意味着 (−θ𝑘 , 𝑣𝑘)是 Hessian矩阵 𝐻𝑘 的特征值对。

(2) 如果 𝑡𝑘 ≠ 0，则有

𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 = δ − θ𝑘 和 (𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼)𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 (3-15)

其中 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘。

上述推论是 引理 4.1的直接应用，因此在本文中省略其证明。

推论 3.4:方向 𝑣𝑘 的非平凡性

如果 𝑔𝑘 ≠ 0，则有 𝑣𝑘 ≠ 0。

Proof. 采用反证法。假定 𝑣𝑘 = 0。由 推论 3.3中的方程 (3-13)，我们有 𝑡𝑘𝑔𝑘 = 0。由于 𝑔𝑘 ≠ 0，进一
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步得到 𝑡𝑘 = 0。然而，这与最优性条件中的 ‖[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] ‖ = 1矛盾。因此，我们有 𝑣𝑘 ≠ 0。

□

该推论表明，总能找到一个非平凡方向 𝑣𝑘，因此 算法 3-1不会停滞。

推论 3.5

对于符号函数值 sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘)，总有 sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑡𝑘 = |𝑡𝑘 |。

Proof. 根据最优性条件方程 (3-13)的第二个方程，并且 δ < θ𝑘，我们有

sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) = sign(𝑡𝑘),

因此

sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑡𝑘 = sign(𝑡𝑘) · 𝑡𝑘 = |𝑡𝑘 |

证明完毕。

□

作为副产品，我们还得到以下结果。

推论 3.6:平凡情况，𝑔𝑘 = 0

假定 𝑔𝑘 = 0，则以下结论成立：

(1) 如果 λ1(𝐻𝑘) > −δ，则 𝑡𝑘 = 1。

(2) 如果 λ1(𝐻𝑘) < −δ，则 𝑡𝑘 = 0。

Proof. 当 𝑔𝑘 = 0时，齐次矩阵 𝐹𝑘 = [𝐻𝑘 , 0; 0,−δ]，子问题 (3-9)为

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; δ) = 𝑣𝑇𝐻𝑘𝑣 − 𝑡2 · δ

我们首先通过反证法证明结论 (1)。假定 𝑡𝑘 ≠ 1，则由方程 (3-12)，可得 𝑣𝑘 ≠ 0。因此，

ψ𝑘 (𝑣𝑘 , 𝑡𝑘 ; δ) = (𝑣𝑘)𝑇𝐻𝑘𝑣𝑘 − 𝑡2𝑘 · δ > −δ = ψ𝑘 (0, 1; δ), (3-16)

其中，不等式成立是由于 (𝑣𝑘)𝑇𝐻𝑘𝑣𝑘 ≥ λ1(𝐻𝑘)‖𝑣𝑘 ‖2 > −δ‖𝑣𝑘 ‖2。方程 (3-16)与 (𝑣𝑘 , 𝑡𝑘)的最优性矛

盾，因此 𝑡𝑘 = 1。结论 (2)可以用相同的方法证明，这里省略。 □
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第三节 全局收敛速率

在本节中，我们分析所提出的 HSODM 的收敛速率。为便于分析，我们分别针对 ‖𝑑𝑘 ‖ 的大值

和小值情况提出两个构建块。在 ‖𝑑𝑘 ‖ 的大值情况下，我们证明，在仔细选择扰动参数 δ 后，每次

迭代的函数值至少减少 Ω(ϵ3/2)。而在后者情况下，我们证明下一次迭代点 𝑥𝑘+1 已经是一个 ϵ-近似

SOSP，因此算法可以终止。本文始终假定以下标准条件成立。

假设 3.7

假定 𝑓 的 Hessian在包含所有迭代点 𝑥𝑘 的一个开凸集 𝑋 上是 𝑀-Lipschitz连续的，即存在某

个 𝑀 > 0，满足

‖∇2 𝑓 (𝑥) − ∇2 𝑓 (𝑦)‖ ≤ 𝑀 ‖𝑥 − 𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, (3-17)

并且 Hessian矩阵有界，

‖∇2 𝑓 (𝑥𝑘)‖ ≤ 𝑈𝐻 , ∀𝑘 ≥ 0, (3-18)

其中𝑈𝐻 > 0。

我们还引入以下引理作为准备。

引理 3.8: Nesterov [125]

如果 𝑓 : ℝ𝑛 ↦→ ℝ 满足 假设 3.7，则对于所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛，有：

∇ 𝑓 (𝑦) − ∇ 𝑓 (𝑥) − ∇2 𝑓 (𝑥) (𝑦 − 𝑥)

 ≤ 𝑀

2
‖𝑦 − 𝑥‖2, (3-19a)���� 𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥) − ∇ 𝑓 (𝑥)𝑇 (𝑦 − 𝑥) − 12 (𝑦 − 𝑥)𝑇∇2 𝑓 (𝑥)(𝑦 − 𝑥)���� ≤ 𝑀

6
‖𝑦 − 𝑥‖3. (3-19b)

3.3.1 关于 ‖𝑑𝑘 ‖大值情况的分析

在HSODM中，我们将 ‖𝑑𝑘 ‖的大值情况定义为其范数大于信赖域半径 Δ 的情况，即 ‖𝑑𝑘 ‖ > Δ。

注意，在 ν ≤ |𝑡𝑘 | ≤
√
1/(1 + Δ2)的情况下，我们有 ‖𝑑𝑘 ‖ = ‖𝑣𝑘 ‖/|𝑡𝑘 | =

√
1 − |𝑡𝑘 |2/|𝑡𝑘 | ≥ Δ。此外，当

|𝑡𝑘 | ≤ ν 且 ν ∈ (0, 1/2)时，‖𝑑𝑘 ‖ = ‖𝑣𝑘 ‖ =
√
1 − |𝑡𝑘 |2 ≥

√
3/2 ≥ Δ = Θ(

√
ϵ)。因此，我们分别将这两

种情况称为 算法 3-1中的大值情况 (a)和 (b)。在这种情况下，齐次方向可以是 𝑑𝑘 = sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘
或 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘。以下讨论表明，这两种步长选择策略均可导致足够的函数值下降。固定半径策略的

分析更为简洁明了，但主要作为理论结果。相比之下，尽管线搜索步长选择策略的分析稍显复杂，

但其更为实际。
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3.3.1.1 固定半径策略

对于固定半径策略，下一次迭代 𝑥𝑘+1 被约束满足 ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ‖ = Δ，因此步长被选择为 Δ/‖𝑑𝑘 ‖。
首先，我们考虑 |𝑡𝑘 | < ν 且 𝑑𝑘 = sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘 的情形。我们指出，此特定情形包含了信赖域方

法中的所谓“难点情况”(𝑡𝑘 = 0) [146]。当 𝑡𝑘 = 0时，推论 3.3表明 (−θ𝑘 , 𝑣𝑘)是Hessian 𝐻𝑘 的特征值对，

且由于 −θ𝑘 < −δ ≤ 0，𝑣𝑘 是一个充分负的曲率方向。因此，沿着 𝑣𝑘 的方向以合适的步长移动将始

终减少函数值 [23]。我们首先给出一个适用于 |𝑡𝑘 | < ν 情况的引理，可将其视为广义下降引理。

引理 3.9

假定 假设 3.7 成立，且设置 ν ∈ (0, 1/2)。如果 |𝑡𝑘 | < ν，令 𝑑𝑘 = sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘 且

η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖，则有

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
Δ2

2
δ + 𝑀

6
Δ3 (3-20)

Proof. 当 𝑑𝑘 = sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘 时，由 推论 3.3中的最优性条件 (3-13)和 推论 3.5，我们有

𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 = −θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 − 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) 和 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 = |𝑡𝑘 | · (δ − θ𝑘) (3-21)

由于 η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖ ∈ (0, 1)，则 η𝑘 − η2𝑘/2 ≥ 0，进一步有(
η𝑘 −

η2𝑘
2

)
· (δ − θ𝑘) ≤ 0 (3-22)

根据 ∇2 𝑓 (𝑥)的 𝑀-Lipschitz连续性质，我们有

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) = 𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

≤ η𝑘 · 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
η2𝑘
2
· 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3

= η𝑘 · |𝑡𝑘 | · (δ − θ𝑘) −
η2𝑘
2
· θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 −

η2𝑘
2
· 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3 (3-23a)

≤ η𝑘 · 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) −
η2𝑘
2
· θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 −

η2𝑘
2
· 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3 (3-23b)

=

(
η𝑘 −

η2𝑘
2

)
· 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) −

η2𝑘
2
· θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3

≤ −θ𝑘 ·
Δ2

2
+ 𝑀
6
Δ3 (3-23c)

≤ −Δ
2

2
δ + 𝑀

6
Δ3, (3-23d)

其中，(3-23a) 由 (3-21) 得到，(3-23b) 由于 |𝑡𝑘 | < ν < 1 且 δ − θ𝑘 < 0 成立。不等式 (3-23c) 由 (3-22)

和 η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖得到。 □
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现在我们讨论 |𝑡𝑘 | ≥ ν 的情况，并令更新方向 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘。当 ‖𝑑𝑘 ‖足够大，即 ‖𝑑𝑘 ‖ > Δ，我们

可以通过以下引理得到相同的函数值下降。

引理 3.10

假定 假设 3.7 成立，且设置 ν ∈ (0, 1/2)。如果 |𝑡𝑘 | ≥ ν 且 ‖𝑣𝑘/𝑡𝑘 ‖ > Δ，令 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘 且

η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖，则有

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
Δ2

2
δ + 𝑀

6
Δ3 (3-24)

Proof. 当 𝑡𝑘 ≠ 0时，由 推论 3.3中的方程 (3-15)，我们有

𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 = −𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 − θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 和 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 = δ − θ𝑘 ≤ 0 (3-25)

由于 η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖ ∈ (0, 1)，则 η𝑘 − η2𝑘/2 ≥ 0，进一步有(
η𝑘 −

η2𝑘
2

)
· 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 ≤ 0 (3-26)

根据 ∇2 𝑓 (𝑥)的 𝑀-Lipschitz连续性质，我们有

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) = 𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

≤ η𝑘 · 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
η2𝑘
2
· 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3

=

(
η𝑘 −

η2𝑘
2

)
· 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 − θ𝑘 ·

η2𝑘
2
‖𝑑𝑘 ‖2 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3 (3-27a)

≤ −θ𝑘 ·
η2𝑘
2
‖𝑑𝑘 ‖2 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3 (3-27b)

≤ −Δ
2

2
δ + 𝑀

6
Δ3, (3-27c)

其中，(3-27a)由方程 (3-25)得到，(3-27b)由方程 (3-26)得到，而在 (3-27c)中，我们用 η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖
替换 η𝑘 并使用 θ𝑘 ≥ δ. □

3.3.1.2 线搜索策略

对于线搜索策略，我们利用回溯子程序来确定步长 η𝑘，以确保产生足够的函数值下降。该子程

序的细节如下所示。
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算法 3-2:回溯线搜索
Data: 当前迭代点 𝑥𝑘，方向 𝑑𝑘，初始步长 η𝑘 = 1，γ > 0，β ∈ (0, 1)

1 For 𝑗 = 0, 1, 2, · · · do:
2 计算减少量 𝐷𝑘 := 𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘𝑑𝑘)；
3 If 𝐷𝑘 ≥ γη3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3/6 then:
4 Break;

5 Else:

6 更新 η𝑘 := β · η𝑘；
7 Output: 步长 η𝑘。

类似地，我们推导了采用线搜索策略时的下降引理，并进一步对线搜索程序所需的迭代次数进

行了上界估计。对于 |𝑡𝑘 | < ν 和 |𝑡𝑘 | ≥ ν 的情况，我们得到了以下两个描述足够下降性质的引理。

引理 3.11

假定 假设 3.7成立，且设置 ν ∈ (0, 1/2)。如果 |𝑡𝑘 | < ν，令 𝑑𝑘 = sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘。回溯线搜

索以 η𝑘 = β 𝑗𝑘 终止，且 𝑗𝑘 的上界为

𝑗𝑁 :=
⌈
logβ

(
3δ

𝑀 + γ

)⌉
,

且与步长 η𝑘 相关的函数值满足

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −min
{√

3γ
16

,
9γβ3δ3

2(𝑀 + γ)

}
(3-28)

Proof. 假定回溯线搜索在 η𝑘 = 1处终止，则有

𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
γ

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3 = −γ
6
‖𝑣𝑘 ‖3 ≤ −

√
3γ
16

,

其中最后一个不等式源于 ‖𝑣𝑘 ‖ =
√
1 − |𝑡𝑘 |2 ≥

√
1 − ν2 ≥

√
3/2。假定算法在某次迭代 𝑗 ≥ 0 未终止，
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且第 4行的条件未满足，即 𝐷𝑘 <
γ
6β

3 𝑗 ‖𝑑𝑘 ‖3 = γ
6β

3 𝑗 ‖𝑣𝑘 ‖3。类似于 引理 3.9的证明，我们有

−γ
6
β3 𝑗 ‖𝑣𝑘 ‖3 < 𝑓 (𝑥𝑘 + β 𝑗𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

≤ β 𝑗 · 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
β2 𝑗

2
· 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑑𝑘 ‖3

= β 𝑗 · |𝑡𝑘 | · (δ − θ𝑘) −
β2 𝑗

2
· θ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 −

β2 𝑗

2
· 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑣𝑘 ‖3

≤ β 𝑗 · 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) −
β2 𝑗

2
· θ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 −

β2 𝑗

2
· 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑣𝑘 ‖3

=

(
β 𝑗 − β

2 𝑗

2

)
· 𝑡2𝑘 · (δ − θ𝑘) −

β2 𝑗

2
· θ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑣𝑘 ‖3

≤ −β
2 𝑗

2
· θ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑣𝑘 ‖3

≤ −β
2 𝑗

2
· δ‖𝑣𝑘 ‖2 +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑣𝑘 ‖3 (3-29)

因此，β 𝑗 > 3δ
(𝑀+γ ) ‖𝑣𝑘 ‖，进一步推出

𝑗 < logβ

(
3δ

(𝑀 + γ)‖𝑣𝑘 ‖

)
但由于 ‖𝑣𝑘 ‖ ≤ 1，因此 𝑗𝑁 :=

⌈
logβ

(
3δ
𝑀+γ

)⌉
≥ logβ

(
3δ

(𝑀+γ ) ‖𝑣𝑘 ‖

)
.

这意味着当 𝑗 = 𝑗𝑁 时，不等式 (3-29) 不成立，因此第 4 行的条件在此情况下得以满足。因此，

回溯子程序的迭代次数 𝑗𝑘 的上界为 𝑗𝑁，且函数值下降满足

𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
γ

6
β3 𝑗𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖3

= −γβ
3

6
β3( 𝑗𝑘−1) ‖𝑣𝑘 ‖3

≤ − 9γβ3δ3

2(𝑀 + γ)3 ,

其中最后一个不等式来自 β 𝑗𝑘−1 ≥ 3δ
(𝑀+γ ) ‖𝑣𝑘 ‖ . □

引理 3.12

假定 假设 3.7成立，且设置 ν ∈ (0, 1/2)。如果 |𝑡𝑘 | ≥ ν 且 ‖𝑣𝑘/𝑡𝑘 ‖ > Δ，令 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘。回溯

线搜索以 η𝑘 = β 𝑗𝑘 终止，且 𝑗𝑘 的上界为

𝑗𝑁 :=
⌈
logβ

(
3δν
𝑀 + γ

)⌉
,

且与步长 η𝑘 相关的函数值满足

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −min
{
γΔ3

6
,

9γβ3δ3

2(𝑀 + γ)3

}
. (3-30)
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Proof. 类似地，假定回溯线搜索在 η𝑘 = 1处终止，则有

𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
γ

6
η3𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖

3

≤ −γ
6
Δ3,

其中最后一个不等式来自 ‖𝑑𝑘 ‖ > Δ。如果 η𝑘 = 1未导致足够的函数值下降，则对于任意满足第 4行

条件未满足的 𝑗 ≥ 0，我们有

−γ
6
β3 𝑗 ‖𝑑𝑘 ‖3 < 𝑓 (𝑥𝑘 + β 𝑗𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

≤ β 𝑗 · 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
β2 𝑗

2
· 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑑𝑘 ‖3

= (β 𝑗 − β
2 𝑗

2
) · (δ𝑘 − θ𝑘) −

β2 𝑗

2
θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑑𝑘 ‖3

≤ −β
2 𝑗

2
δ‖𝑑𝑘 ‖2 +

𝑀

6
β3 𝑗 ‖𝑑𝑘 ‖3

(3-31)

因此，β 𝑗 ≥ 3δ
(𝑀+γ ) ‖𝑑𝑘 ‖ 并且进一步推出

𝑗 < logβ

(
3δ

(𝑀 + γ)‖𝑑𝑘 ‖

)
注意到

‖𝑑𝑘 ‖ = ‖𝑣𝑘 ‖/|𝑡𝑘 | =
√
1 − |𝑡𝑘 |2
|𝑡𝑘 |

≤ 1
ν
, (3-32)

且 𝑗𝑁 :=
⌈
logβ

(
3δν
𝑀+γ

)⌉
≥ logβ

(
3δ

(𝑀+γ ) ‖𝑑𝑘 ‖

)
。这意味着当 𝑗 = 𝑗𝑁 时，不等式 (3-31)不成立，因此第 4

行的条件在此情况下得以满足。回溯子程序的迭代次数 𝑗𝑘 的上界为 𝑗𝑁，且函数值下降满足

𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
γ

6
β3 𝑗𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖3

= −γβ
3

6
β3( 𝑗𝑘−1) ‖𝑑𝑘 ‖3

≤ − 9γβ3δ3

2(𝑀 + γ)3 ,

其中最后一个不等式源于 β 𝑗𝑘−1 ≥ 3δ
(𝑀+γ ) ‖𝑑𝑘 ‖ . □

结合上述两个引理，我们现在总结出带有回溯线搜索的齐次负曲率的一致下降性质。

推论 3.13

假定 假设 3.7成立，并设置 ν ∈ (0, 1/2)。令回溯线搜索参数 β, γ 满足 β ∈ (0, 1)且 γ > 0。则

在每次外部迭代之后，函数值下降满足

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −min
{√

3γ
16

,
9γβ3δ3

2(𝑀 + γ) ,
γΔ3

6
,

9γβ3δ3

2(𝑀 + γ)3

}
.

回溯线搜索的内部迭代次数最多为

𝑗𝑁 ≤ max
{⌈
logβ

(
3δ

𝑀 + γ

)⌉
,

⌈
logβ

(
3δν
𝑀 + γ

)⌉}
=

⌈
logβ

(
3δν
𝑀 + γ

)⌉
.
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Remark 3.14

推论 3.13 的一个有趣含义是目标函数值的下降量几乎不受截断参数 ν 的选择影响。ν 的选择

仅影响回溯线搜索的迭代次数，该迭代次数为𝑂 (logβ (δν))。然而，不建议选择较小的 ν，因

为这会随着 β < 1增大线搜索的复杂度。

3.3.2 关于 ‖𝑑𝑘 ‖小值情况的分析

在本小节中，我们讨论 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ Δ 的小值情况。注意，当 |𝑡𝑘 | ≥
√
1/(1 + Δ) 时，有 ‖𝑑𝑘 ‖ =

‖𝑣𝑘 ‖/|𝑡𝑘 | =
√
1 − |𝑡𝑘 |2/|𝑡𝑘 | ≤ Δ，这验证了在 algorithm 3-1中将其称为小值情况的合理性。在这种情

况下，我们证明下一次迭代 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 已经是一个 ϵ-近似 SOSP。因此，在小值情况下，算法可

以在一次迭代后终止。为了证明这一结果，我们首先对 ‖𝑔𝑘 ‖提供一个上界作为准备。

引理 3.15

假定 假设 3.7成立。如果 𝑔𝑘 ≠ 0且 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ Δ ≤
√
2/2，则有

‖𝑔𝑘 ‖ ≤ 2(𝑈𝐻 + δ)Δ. (3-33)

Proof. 由 引理 3.1 可知，θ𝑘 − δ > 0。此外，由 推论 3.3 中的方程 (3-15)，我们可以给出 θ𝑘 − δ 的上

界，即

θ𝑘 − δ = −𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 ≤ ‖𝑔𝑘 ‖‖𝑑𝑘 ‖ ≤ Δ‖𝑔𝑘 ‖ (3-34)

定义 ℎ(𝑡) = 𝑡2 +
(
𝑔𝑇𝑘𝐻𝑘𝑔𝑘/‖𝑔𝑘 ‖2 + δ

)
𝑡 − ‖𝑔𝑘 ‖2。显然，方程 ℎ(𝑡) = 0 必有两个符号相反的实根。令

其正根为 𝑡2。由于 θ𝑘 − δ > 0，我们有 θ𝑘 − δ ≥ 𝑡2。因此，必须满足

ℎ(Δ‖𝑔𝑘 ‖) = Δ2‖𝑔𝑘 ‖2 +
(
𝑔𝑇𝑘𝐻𝑘𝑔𝑘

‖𝑔𝑘 ‖2
+ δ

)
Δ‖𝑔𝑘 ‖ − ‖𝑔𝑘 ‖2 ≥ 0

经过一些代数运算，我们得到

‖𝑔𝑘 ‖ ≤
(
𝑔𝑇𝑘𝐻𝑘𝑔𝑘/‖𝑔𝑘 ‖2 + δ

)
Δ

1 − Δ2

≤ (𝑈𝐻 + δ)Δ
1 − Δ2

≤ 2(𝑈𝐻 + δ)Δ (3-35)

第二个不等式源于 𝐻𝑘 � 𝑈𝐻 𝐼，这意味着 𝑔𝑇𝑘𝐻𝑘𝑔𝑘/‖𝑔𝑘 ‖2 ≤ 𝑈𝐻。最后一个不等式由 Δ ≤
√
2/2 推导

出。 □

以下引理表明，𝑥𝑘+1 处梯度的范数有上界，同时 Hessian的最小特征值有下界。
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引理 3.16

假定 假设 3.7成立。如果 𝑔𝑘 ≠ 0且 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ Δ，则令 η𝑘 = 1，我们有

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ 2(𝑈𝐻 + δ)Δ3 +
𝑀

2
Δ2 + δΔ, (3-36)

𝐻𝑘+1 � −
(
2(𝑈𝐻 + δ)Δ2 + 𝑀Δ + δ

)
𝐼 . (3-37)

Proof. 我们首先证明 (3-36)。根据 推论 3.3中的最优性条件 (3-15)，有

𝐻𝑘𝑑𝑘 + 𝑔𝑘 = −θ𝑘𝑑𝑘 ,

结合 (3-34)，得到

θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ (δ + Δ‖𝑔𝑘 ‖) ‖𝑑𝑘 ‖

因此，可以得到

‖𝐻𝑘𝑑𝑘 + 𝑔𝑘 ‖ = θ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ δΔ + ‖𝑔𝑘 ‖Δ2 (3-38)

接下来我们对 ‖𝑔𝑘+1‖的范数进行上界估计，得到

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ ‖𝑔𝑘+1 − 𝐻𝑘𝑑𝑘 − 𝑔𝑘 ‖ + ‖𝐻𝑘𝑑𝑘 + 𝑔𝑘 ‖

≤ 𝑀

2
‖𝑑𝑘 ‖2 + δΔ + ‖𝑔𝑘 ‖Δ2 (3-39a)

≤ 𝑀

2
Δ2 + δΔ + 2(𝑈𝐻 + δ)Δ · Δ2 (3-39b)

= 2(𝑈𝐻 + δ)Δ3 +
𝑀

2
Δ2 + δΔ,

其中，(3-39a)由于 ∇2 𝑓 (𝑥)的 𝑀-Lipschitz连续性以及方程 (3-38)成立，(3-39b)由 引理 3.15得到。

现在我们证明 (3-37)。注意到 引理 4.1中的最优性条件 (3-10)表明

𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 � 0

结合 (3-34)和 (3-35)，进一步得到

𝐻𝑘 � −θ𝑘 𝐼 � −(Δ‖𝑔𝑘 ‖ + δ)𝐼

� −2(𝑈𝐻 + δ)Δ2𝐼 − δ𝐼 (3-40)

为了对 𝐻𝑘+1 进行界定，我们有

𝐻𝑘+1 � 𝐻𝑘 − ‖𝐻𝑘+1 − 𝐻𝑘 ‖𝐼 � 𝐻𝑘 − 𝑀 ‖𝑑𝑘 ‖𝐼 � 𝐻𝑘 − 𝑀Δ𝐼, (3-41)

其中，第二个不等式由 ∇2 𝑓 (𝑥) 的 𝑀-Lipschitz 连续性得到，最后一个不等式由 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ Δ 推导出。

结合 (3-40)，我们得到

𝐻𝑘+1 � −2(𝑈𝐻 + δ)Δ2𝐼 − δ𝐼 − 𝑀Δ𝐼 . (3-42)
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证明完毕。 □

3.3.3 全局收敛性

综合上述结果，我们在 定理 3.17 和 定理 3.18 中分别给出 HSODM 在固定半径和回溯线搜索策

略下的形式化全局收敛结果。结果表明，通过适当选择扰动参数 δ 和半径 Δ，HSODM能以𝑂 (ϵ−3/2)
的迭代复杂度找到 ϵ-近似的 SOSP。

定理 3.17

假定 假设 3.7成立。令 δ =
√
ϵ，Δ = 2

√
ϵ/𝑀 且 ν ∈ (0, 1/2)，则采用固定半径策略的HSODM

最多在𝑂
(
ϵ−3/2

)
步内终止，并且下一步迭代 𝑥𝑘+1 是一个 SOSP。

Proof. 由于取 δ =
√
ϵ且 Δ = 2

√
ϵ/𝑀，根据 引理 3.9 和 引理 3.10，我们立即得到在大步长情况下函

数值至少减少 Ω(ϵ3/2)，即

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
2

3𝑀2 ϵ
3/2

当算法终止时，根据 引理 3.16，我们有

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ 2(𝑈𝐻 + δ)Δ3 +
𝑀

2
Δ2 + δΔ

≤ 16𝑈𝐻ϵ3/2 + 16ϵ2
𝑀3 + 4ϵ

𝑀
≤ 𝑂 (ϵ) (3-43)

和

λ1(𝐻𝑘+1) ≥ −
(
2(𝑈𝐻 + δ)Δ2 + 𝑀Δ + δ

)
≥ −

(
8𝑈𝐻ϵ + 8ϵ3/2

𝑀2 + 3
√
ϵ

)
≥ Ω(−

√
ϵ) (3-44)

因此，下一步迭代 𝑥𝑘+1 已经是一个 SOSP。

注意，目标函数值的总减少量不能超过 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf。因此，大步长情况下的迭代次数上界为

𝑂

(
3𝑀2

2
( 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf) ϵ−3/2

)
这也是算法的迭代复杂度。 □

定理 3.18

假定 假设 3.7 成立。令 δ =
√
ϵ，Δ = 2

√
ϵ/𝑀 且 ν ∈ (0, 1/2)，并且回溯线搜索参数 β, γ 满足

β ∈ (0, 1) 且 γ > 0。则采用回溯线搜索的 HSODM 最多在 𝑂
(
ϵ−3/2 logβ (ϵ)

)
步内终止，并且
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下一步迭代 𝑥𝑘+1 是一个 SOSP。特别地，迭代次数上界为

𝑂

(
max

{
2(𝑀 + γ)
9γβ3

,
3𝑀3

4γ
,
2(𝑀 + γ)3
9γβ3

} ⌈
logβ

(
3
√
ϵν

𝑀 + γ

)⌉
( 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf) ϵ−3/2

)

Proof. 由于取 δ =
√
ϵ和 Δ = 2

√
ϵ/𝑀，根据 推论 3.13，我们立即得到在大步长情况下函数值至少减

少 Ω(ϵ3/2)，即

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −min
{√

3γ
16

,
9γβ3δ3

2(𝑀 + γ) ,
γΔ3

6
,

9γβ3δ3

2(𝑀 + γ)3

}
≤ −min

{
9γβ3

2(𝑀 + γ) ,
4γ
3𝑀3 ,

9γβ3

2(𝑀 + γ)3

}
ϵ3/2,

并且回溯线搜索的内部迭代次数最多为

𝑗𝑁 ≤
⌈
logβ

(
3δν
𝑀 + γ

)⌉
=

⌈
logβ

(
3
√
ϵν

𝑀 + γ

)⌉
当算法终止时，类似于 (3-43)和 (3-44)，我们有

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ 𝑂 (ϵ) 和 λ1 (𝐻𝑘+1) ≥ Ω(−
√
ϵ)

因此，下一步迭代 𝑥𝑘+1 已经是一个 SOSP。

注意，目标函数值的总减少量不能超过 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf。因此，大步长情况下的迭代次数上界为

𝑂

(
max

{
2(𝑀 + γ)
9γβ3

,
3𝑀3

4γ
,
2(𝑀 + γ)3
9γβ3

} ⌈
logβ

(
3
√
ϵν

𝑀 + γ

)⌉
( 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf) ϵ−3/2

)
由于 β < 1，证明完毕。 □

由于 δ =
√
ϵ，可以看出相比固定半径策略，回溯线搜索版本额外引入了𝑂 (logβ ϵ)的开销。在实

际中，回溯线搜索版本可以选择远大于 Δ 的步长，因此收敛速度更快。这一优点可以在 第 3.6节 中

观察到。

第四节 局部收敛率

在本节中，我们对HSODM的局部收敛性进行分析。特别地，当 𝑥𝑘 足够接近一个 ϵ-近似的二阶

稳定点 (SOSP) 𝑥∗ 时，我们将证明步长 η𝑘 始终等于 1，并且不需要进行线搜索过程。因此，通过对

后续迭代设置扰动参数 δ = 0，HSODM实现了局部二次收敛率。

为了便于局部收敛性分析，我们先引入标准假定 [38,125,130]。

假设 3.19

假定 HSODM收敛于一个严格的局部最优点 𝑥∗，其满足 ∇ 𝑓 (𝑥∗) = 0且 ∇2 𝑓 (𝑥∗) � 0。
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Remark 3.20

从 假设 3.19我们可以立即得出，存在一个半径为 𝑅 > 0和 µ > 0的小邻域，使得

∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑥∗, 𝑅) ⇒ ∇2 𝑓 (𝑥) � µ · 𝐼 (3-45)

换句话说，对于足够大的 𝑘，𝑥𝑘 会进入 𝑥∗的邻域，从而 𝐻𝑘 和 𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼 都是非奇异的。

为了证明局部收敛率，我们需要以下辅助结果作为准备。

推论 3.21

假定 假设 3.19成立，则当 𝑘 足够大时，有 𝑡𝑘 ≠ 0。

Proof. 我们通过反证法证明。假定 𝑡𝑘 = 0，则根据 推论 3.3，(−θ𝑘 , 𝑣𝑘)是 𝐻𝑘 的特征对，意味着

λ1(𝐻𝑘) ≤ −θ𝑘

回顾 引理 4.1，我们有 θ𝑘 > 0，因此 λ1(𝐻𝑘) < 0。

这与 𝐻𝑘 � 0矛盾，因此证明完成。 □

以下引理表明，对于足够大的 𝑘，HSODM生成的步长 𝑑𝑘 最终会落入小步长情况。因此，我们

选择 η𝑘 = 1并通过 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 更新迭代，如 第 3.3.2节 中所示。需要注意的是，这类似于经典牛

顿信赖域方法中的情况 (参见 [130] Theorem 4.9)，其中更新渐进地与纯牛顿步相似。

引理 3.22

对于足够大的 𝑘，我们有 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ Δ。

Proof. 由于 𝑡𝑘 ≠ 0，根据 推论 3.3中的方程 (3-15)，我们有

𝑑𝑘 = −(𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)−1𝑔𝑘 ,

进一步可得

‖𝑑𝑘 ‖ ≤ ‖(𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)−1‖‖𝑔𝑘 ‖

≤ ‖𝑔𝑘 ‖
µ + θ𝑘

≤ ‖𝑔𝑘 ‖
µ

(3-46)

以上不等式成立是因为 𝐻𝑘 ≥ µ𝐼 且 θ𝑘 > 0。注意，根据 假设 3.19，‖𝑔𝑘 ‖ → 0当 𝑘 → ∞。因此，存

在一个足够大的 𝐾 ≥ 0，使得

‖𝑔𝑘 ‖ ≤ Δµ,∀𝑘 ≥ 𝐾 (3-47)

结合 (3-46)，我们得出 ‖𝑑𝑘 ‖ ≤ Δ 成立。 □
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在局部阶段，我们设置扰动参数 δ = 0并求解

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; 0) :=

𝑣

𝑡


𝑇 
𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 0



𝑣

𝑡

 . (3-48)

我们还用 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]表示 (3-48)的最优解。基于以上结果，我们准备证明以下定理。

定理 3.23

假定 假设 3.7和 假设 3.19成立。当 𝑘 足够大时，HSODM以二次速度收敛到 𝑥∗，即

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖ ≤
(
𝑀

µ
+ Δ(𝑀𝑅 + µ)2

µ2 (1 − Δ2)2
)
‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2

其中 𝑅 定义如 (3-45)。

Proof. 由 推论 3.21，我们有 𝑡𝑘 ≠ 0。由于我们取 δ = 0，根据 推论 3.3中的方程 (3-15)，我们有

𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 = −θ𝑘 且 (𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 ,

这意味着

‖𝐻−1𝑘 𝑔𝑘 + 𝑑𝑘 ‖ = ‖ − θ𝑘𝐻−1𝑘 𝑑𝑘 ‖

≤ ‖𝐻−1𝑘 ‖ · |θ𝑘 |‖𝑑𝑘 ‖

≤ 1
µ
‖𝑔𝑘 ‖‖𝑑𝑘 ‖2 (3-49)

由 引理 3.22，我们有 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘。因此，

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖ = ‖𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 + 𝐻−1𝑘 𝑔𝑘 − 𝐻−1𝑘 𝑔𝑘 − 𝑥∗‖

≤ ‖𝑥𝑘 − 𝐻−1𝑘 𝑔𝑘 − 𝑥∗‖ + ‖𝐻−1𝑘 𝑔𝑘 + 𝑑𝑘 ‖

≤ 𝑀

µ
‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2 +

1
µ
‖𝑔𝑘 ‖‖𝑑𝑘 ‖2 (3-50a)

≤ 𝑀

µ
‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2 + Δ‖𝑑𝑘 ‖2 (3-50b)

其中 (3-50a) 因标准牛顿方法分析 [130] 和方程 (3-49) 而成立，而 (3-50b) 则源于 引理 3.22 中的

‖𝑔𝑘 ‖ ≤ Δµ。进一步计算可得

‖𝑑𝑘 ‖ = ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗ − (𝑥𝑘 − 𝑥∗) ‖

≤ ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖ + ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖

≤ 𝑀

µ
‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2 + ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖ + Δ‖𝑑𝑘 ‖2

≤ 𝑀𝑅

µ
‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖ + ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖ + Δ2‖𝑑𝑘 ‖,
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最后我们有

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖ ≤
𝑀

µ
‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2 + Δ‖𝑑𝑘 ‖2

以上即为所需证明。 □

第五节 非精确 HSODM

上述分析依赖于精确求解子问题 (3-9)，这需要进行矩阵分解，涉及𝑂 ((𝑛 + 1)3)的算术操作。在

本节中，我们提出了一种非精确 HSODM (见 算法 3-3)，该方法在每次迭代中利用 Lanczos方法 (见

算法 3-4)来近似求解 (3-9)。随后，我们基于 𝐹𝑘 的 Ritz对而非其精确的最左特征对构造迭代点。我

们将证明该方法在概率意义下的最坏情况算术操作复杂度为 𝑂̃ ((𝑛 + 1)2ϵ−7/4)，即对 𝑛 的依赖性更

小。为了方便叙述，我们简要回顾 Lanczos 方法的一些标准性质，并给出其误差界，其中一些性质

在第 2.6.1节中已经给出，较为熟悉的读者可以跳过先前内容。

3.5.1 Lanczos方法概述

在深入细节之前，我们简要介绍 Lanczos 方法，它用于计算对称矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 的极值特征值。

在第 𝑗 次迭代时，Lanczos方法从 𝑗 阶 Krylov子空间𝒦( 𝑗 ; 𝐴, 𝑞1) := span{𝑞1, 𝐴𝑞1, . . . , 𝐴 𝑗−1𝑞1}构造

一个正交基 𝑄 𝑗 = [𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞 𝑗] ∈ ℝ𝑛× 𝑗，同时保持 𝑇𝑗 = 𝑄𝑇𝑗 𝐴𝑄 𝑗 为三对角矩阵。以下引理给出了

Lanczos方法的一些标准性质。

引理 3.24: Lanczos方法的基本性质 [71]

对任意对称矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛，令 𝑞1 ∈ ℝ𝑛 且 ‖𝑞1‖ = 1。假定 Lanczos 方法运行至第 𝐽 =

rank(𝒦(𝑛; 𝐴, 𝑞1))次迭代，则以下结论成立：

(1) 对任意 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐽，令𝑄 𝑗 = [𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞 𝑗]为𝒦( 𝑗 ; 𝐴, 𝑞1)的正交基，则有

𝐴𝑄 𝑗 = 𝑄 𝑗𝑇𝑗 + ξ 𝑗 (1 𝑗)𝑇[1: 𝑗 ] 且 𝑄 𝑗 ⊥ ξ 𝑗 ,

其中 𝑇𝑗 = 𝑄𝑇𝑗 𝐴𝑄 𝑗 为三对角矩阵，1 𝑗 ∈ ℝ𝑛 为单位矩阵 𝐼𝑛 的第 𝑗 列，ξ 𝑗 为残差向量。

(2) 假定 𝑌 𝑗 = 𝑄 𝑗𝑆 𝑗 为 Lanczos 方法第 𝑗 次 Krylov 迭代计算所得，且满足实 Schur 分解

𝑆𝑇𝑗 𝑇𝑗𝑆 𝑗 = Γ 𝑗。令 γ𝑖 为 Γ 𝑗 对角线上第 𝑖 个元素，𝑦𝑖 为 𝑌 𝑗 的第 𝑖 列向量，则以下误差估计

成立：

𝐴𝑦𝑖 − γ𝑖𝑦𝑖 = (1 𝑗)𝑇[1: 𝑗 ]𝑆 𝑗 (1𝑖)[1: 𝑗 ] · ξ 𝑗 := 𝑠 𝑗𝑖 · ξ 𝑗 其中 |𝑠 𝑗𝑖 | < 1 且 𝑦𝑖 ⊥ ξ 𝑗 , ∀𝑖 ≤ 𝑗 .

我们称 (γ𝑖, 𝑦𝑖)为第 𝑖 个 Ritz对。

在本文的其余部分，我们有时会为了简洁省略索引 [1 : 𝑗]。这隐含了矩阵-向量运算在大小上的

兼容性。下面令 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] 表示近似解。仍然令 −θ𝑘 = λ1(𝐹𝑘)表示 𝐹𝑘 的最小特征值，并用 χ𝑘 表示其
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特征向量。

定理 3.25:近似解的性质

假定 Lanczos方法用于近似求解 (3-9)，并返回一个 Ritz对 (−γ𝑘 , [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘])。则有
𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ



𝑣𝑘

𝑡𝑘

 + γ𝑘

𝑣𝑘

𝑡𝑘

 =


𝑟𝑘

σ𝑘

 , (3-51a)

𝑟𝑇𝑘 𝑣𝑘 + σ𝑘 · 𝑡𝑘 = 0. (3-51b)

其中 [𝑟𝑘 ;σ𝑘] ∈ ℝ𝑛 ×ℝ 被称为 Ritz误差。

上述定理是 引理 3.24 第 (2) 点的直接应用。由于 (−γ𝑘 , [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]) 只是一个近似解，我们引入一

些误差估计 𝑒𝑘 > 0，使得 |θ𝑘 − γ𝑘 | ≤ 𝑒𝑘。在 Lanczos方法中，−γ𝑘 总是 −θ𝑘 的一个高估值 [71]，因此

我们终止条件为 θ𝑘 − 𝑒𝑘 ≤ γ𝑘 ≤ θ𝑘。以下引理给出了关于指定误差 𝑒𝑘 的复杂度估计。

引理 3.26: Lanczos方法的复杂度

假定 Lanczos 方法用于近似求解 (3-9)，并返回一个 Ritz 对 (−γ𝑘 , [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘])，满足 θ𝑘 − 𝑒𝑘 ≤
γ𝑘 ≤ θ𝑘 对某些 𝑒𝑘 > 0。则所需的迭代次数可由以下任一公式上界：

(1)

1 +
2

√
‖𝐹𝑘 ‖
𝑒𝑘

log

(
16‖𝐹𝑘 ‖
𝑒𝑘 (𝑞𝑇1 χ𝑘)2

) , (3-52)

其中 (−θ𝑘 ,χ𝑘)是 𝐹𝑘 的精确最左特征对 [103,147];

(2)

1 +
⌈√

2‖𝐹𝑘 ‖
λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘)

log

(
8‖𝐹𝑘 ‖

𝑒𝑘 (𝑞𝑇1 χ𝑘)2

)⌉
, (3-53)

其中 λ2(𝐹𝑘)是 𝐹𝑘 的第二小特征值，满足 λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) > 0 [103].

我们还注意到，Lanczos方法具有有限收敛性。最后，我们将 Ritz误差与所需的精度 𝑒𝑘 联系起

来。

引理 3.27

假定 假设 3.7成立，并且 𝐹𝑘 如 (3-8)中所定义，则有

‖𝐹𝑘 ‖ ≤ max{𝑈𝐻 , δ} + ‖𝑔𝑘 ‖. (3-54)
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如果令ς𝑘 := λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) > 0，则对于 (3-51)中的 [𝑟𝑘 ;σ𝑘]，存在 τ𝑘 ∈ [0, 1]使得

‖ [𝑟𝑘 ;σ𝑘]‖ ≤ τ𝑘𝑒𝑘 + 2(max{𝑈𝐻 , δ} + ‖𝑔𝑘 ‖)
√
𝑒𝑘
ς𝑘
. (3-55)

我们将 引理 3.26和 引理 5.30的证明推迟到附录中，因为这些结果主要与线性代数相关。

3.5.2 非精确 HSODM的概述

现在，我们准备介绍非精确 HSODM，见 算法 3-3。该算法遵循精确 HSODM 的基本思想，但

使用 Lanczos 方法近似求解 式 (3-9)。非精确性在建立相应的收敛性结果时带来了若干挑战。首先，

由于 Ritz对中的 γ𝑘 是一个非精确的对偶变量，无法保证 γ𝑘 超过 δ，这可能导致不足够的下降性质。

其次，在小值情形 (当 𝑡𝑘 >
√
1/(1 + Δ2)) 下，较大的 Ritz 误差可能阻止下一次迭代 𝑥𝑘+1 成为 SOSP，

即便我们通过 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 进行更新。

为克服第一个挑战，我们提出了一种自定义的带偏随机化的 Lanczos 方法 (算法 3-4) ，该方法

以高概率保证 γ𝑘 总是不小于 δ (参见 定理 3.31和 定理 3.32)。针对第二个挑战，我们讨论 ‖𝑟𝑘 ‖的量

级。如果 ‖𝑟𝑘 ‖足够小，我们可以安全地断定 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 已经是一个 SOSP (引理 3.35)。否则，我

们增加扰动参数 δ 并求解子问题 式 (3-9)。通过对谱的精细分析，我们证明了齐次矩阵 𝐹𝑘 的特征值

间隔 ς𝑘 足够大 (例如 Ω(
√
ϵ))。这表明可以在指示的误差上追求更高的精度 (见 行 10)。
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算法 3-3:非精确齐次二阶下降法 (Inexact HSODM)
Input: 初始点 𝑥1, ν ∈ (1/4, 1/2), Δ =

√
ϵ/𝑀 , ϵ > 0.

1 for 𝑘 = 1, 2, · · · do
2 设置 δ ←

√
ϵ, 𝑒𝑘 ←

√
ϵ, 𝐽max ← 𝑛 + 1;

3 使用 算法 3-4，输入 (δ, 𝑒𝑘 , 𝐽max)，得到 Ritz对 (γ𝑘 , [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘])和 Ritz误差 [𝑟𝑘 ;σ𝑘];
4 if |𝑡𝑘 | >

√
1/(1 + Δ2) then // 小值情形

5 if ‖𝑟𝑘 ‖ ≤ 2ϵ then
6 设置 𝑑𝑘 ← 𝑣𝑘/𝑡𝑘 ;
7 更新 𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 ;
8 (提前)终止 (或设置 δ = 0并继续) ;

9 else

10 设置 δ ← 3
√
ϵ + 2‖𝑔𝑘 ‖Δ + (𝑈𝐻 + γ𝑘)Δ2, 𝑒𝑘 = min

{
ϵ, ϵ

5
2

4(𝑈𝐻+𝑈𝑔 )2

}
;

11 返回 行 3;

12 if |𝑡𝑘 | ≥ ν then // 大值情形 (a)

13 设置 𝑑𝑘 ← 𝑣𝑘/𝑡𝑘 ;
14 else // 大值情形 (b)

15 设置 𝑑𝑘 ← sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘 ;

16 使用固定半径策略选择步长 η𝑘 ;

17 更新 𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘 + η𝑘 · 𝑑𝑘 ;

在本小节接下来的部分中，我们分析非精确 HSODM中大值情形 (a)和 (b)下的下降性质 (见 算

法 3-3的 行 12和 行 14)。它们的分析与精确HSODM中的类似，我们的分析表明非精确性确实对收

敛性分析带来了一些障碍。

引理 3.28:大值情形 (a)

假定 假设 3.7 成立并设置 ν ∈ (1/4, 1/2)。如果 |𝑡𝑘 | ≥ ν 且 ‖𝑣𝑘/𝑡𝑘 ‖ ≥ Δ，令 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘 且

η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖，则有

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤
(
η𝑘 −

1
2
η2𝑘

)
(δ − γ𝑘) + 4|σ𝑘 | −

γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3.

Proof. 根据 (3-51a)和 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘，我们有

𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 + 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 = −γ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 +
𝑟𝑇𝑘 𝑣𝑘

𝑡2𝑘
,
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𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 = −γ𝑘 + δ +
σ𝑘
𝑡𝑘
.

因此，我们得到

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) = 𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘 · 𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

≤ η𝑘 · 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
η2𝑘
2
· 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

𝑀η3𝑘
6
· ‖𝑑𝑘 ‖3

= η𝑘 · 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
1
2
η2𝑘

(
𝑟𝑇𝑘 𝑣𝑘

𝑡2𝑘
− 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 − γ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2

)
+
𝑀η3𝑘
6
· ‖𝑑𝑘 ‖3

=

(
η𝑘 −

1
2
η2𝑘

) (
σ𝑘
𝑡𝑘
+ δ − γ𝑘

)
+
η2𝑘
2

(
𝑟𝑇𝑘 𝑣𝑘

𝑡2𝑘

)
− γ𝑘

2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3

=

(
η𝑘 −

1
2
η2𝑘

)
(δ − γ𝑘) −

(
η2𝑘 − η𝑘

) σ𝑘
𝑡𝑘
− γ𝑘

2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3.

最后一个等式成立是因为 式 (3-51b)。由于 η𝑘 ∈ (0, 1)，|𝑡𝑘 | ≥ ν 且 ν ≥ 1/4，因此有

−
(
η2𝑘 − η𝑘

) σ𝑘
𝑡𝑘
≤

���σ𝑘
ν

��� ≤ 4|σ𝑘 |.
最终，我们得出

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤
(
η𝑘 −

1
2
η2𝑘

)
(δ − γ𝑘) + 4|σ𝑘 | −

γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3.

□

引理 3.29:大值情形 (b)

假定 假设 3.7 成立并设置 ν ∈ (1/4, 1/2)。如果 |𝑡𝑘 | ≤ ν，令 𝑑𝑘 = sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘) · 𝑣𝑘 且

η𝑘 = Δ/‖𝑑𝑘 ‖，则有

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ |σ𝑘 | −
γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3.

Proof. 从 (3-51a)，我们得到

𝑣𝑇𝑘𝐻𝑘𝑣𝑘 = 𝑟
𝑇
𝑘 𝑣𝑘 − γ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 − 𝑡𝑘𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 ,

𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 = σ𝑘 + 𝑡𝑘 · (δ − γ𝑘).

因此，有

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) = 𝑓 (𝑥𝑘 + η𝑘 · 𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

≤η𝑘 · 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
η2𝑘
2
· 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

𝑀η3𝑘
6
· ‖𝑑𝑘 ‖3

=η𝑘 · sign(−𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘)𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 +
1
2
η2𝑘 (𝑣𝑘)𝑇𝐻𝑘𝑣𝑘 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖

3

= − η𝑘 · |𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 | +
1
2
η2𝑘𝑟

𝑇
𝑘 𝑣𝑘 −

1
2
η2𝑘𝑡𝑘𝑔

𝑇
𝑘 𝑣𝑘 −

1
2
η2𝑘γ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖

3
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≤ − η𝑘 · |𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 | +
1
2
η2𝑘𝑟

𝑇
𝑘 𝑣𝑘 +

1
2
η2𝑘 |𝑡𝑘 | |𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 | −

1
2
η2𝑘γ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 +

𝑀

6
η3𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖

3

= − 1
2
η2𝑘𝑡𝑘σ𝑘 −

(
η𝑘 −

1
2
η2𝑘 |𝑡𝑘 |

)
|𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 | −

γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3,

其中最后一个等式利用了 (3-51b) 和 η𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖ = η𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖ = Δ。由于 η𝑘 < 1 且 |𝑡𝑘 | ≤ ν < 1，因此

η2𝑘 |𝑡𝑘 | ≤ η𝑘 < 1，从而

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ |σ𝑘 | −
γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3.

□

上述两个引理说明了 Ritz误差 [𝑟𝑘 ;σ𝑘]和不精确对偶变量 γ𝑘 如何妨碍下降性质的成立。为了确

保非精确 HSODM的收敛，Lanczos方法需要保证 γ𝑘 ≥ δ 并提供足够小的 Ritz误差。然而，传统的

随机初始 Lanczos 方法 [103] 无法满足这一需求。在下一小节中，我们提出了一种带有偏随机化的定

制 Lanczos方法以克服这一挑战，该方法本身可能也具有独立的意义。

我们以一个假定作为本小节的结尾，该假定在二阶算法分析中被广泛采用 [27,147]。

假设 3.30

假定存在一个与 𝑘 无关的常数𝑈𝑔 > 0，使得 ‖∇ 𝑓 (𝑥𝑘)‖ ≤ 𝑈𝑔, ∀𝑘 ≥ 1。

由于非精确 HSODM 是单调的 (这一性质将在 定理 3.38 中得到证明) ，上述假定在子水平集

{𝑥 : 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥1)}是紧集的情况下很容易满足。根据 引理 5.30，这一假定表明𝑈𝐻 +𝑈𝑔 可以作为

‖𝐹𝑘 ‖的上界，这对于建立 定理 3.31中定制 Lanczos方法的性质是必要的。

3.5.3 带有偏随机化的定制 Lanczos方法

在本小节中，我们开发了一种带有偏随机化的 Lanczos方法，使其能够实现类似于精确HSODM

的收敛行为。该方法的核心在于对初始向量 𝑞1 的偏随机化 (行 2 in算法 3-4)。基本思想是对 𝑞1 的最

后一项赋予更大的权重。具体来说，我们首先从标准正态分布𝒩(0, 1)中独立采样 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛+1，
然后将最后一项 𝑏𝑛+1 乘以一个大常数 Ψ𝑘。令 𝑏 = [𝑏1, · · · , 𝑏𝑛,Ψ𝑘 · 𝑏𝑛+1]𝑇，并选择归一化后的向量

𝑞1 := 𝑏/‖𝑏‖作为 Lanczos方法的初始向量。
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算法 3-4:带有偏随机化的 Lanczos方法
Input: 迭代点 𝑥𝑘 , 𝑔𝑘 , 𝐻𝑘 ; δ > 0, 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1), 𝑒𝑘 > 0, 𝐽max ≥ 0

1 初始化: 从标准正态分布𝒩(0, 1)独立采样 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛+1;

2 设置 Ψ𝑘 由 (3-61)给出,令 𝑏 := [𝑏1, · · · , 𝑏𝑛,Ψ𝑘 · 𝑏𝑛+1]𝑇，并令 𝑞1 = 𝑏/‖𝑏‖;
3 构造 𝐹𝑘，其中 χ𝑘 为其精确的最小特征向量，设

𝐽𝑚 = min
{
𝐽max, 1 +

√
2‖𝐹𝑘 ‖
𝑒𝑘

log
(

8
𝑒𝑘 (𝑞𝑇1 χ𝑘 )2

)}
;

4 while 𝑗 = 1, ..., 𝐽𝑚 do

5 计算 𝐹𝑘𝑄 𝑗 = 𝑄 𝑗𝑇𝑗 + ξ 𝑗 (1 𝑗)𝑇[1: 𝑗 ] ;

6 if ‖ξ 𝑗 ‖ ≤ ϵ then
7 终止;

8 𝑗 ← 𝑗 + 1;

9 计算 𝑇𝑗 的 Schur分解，使得 𝑆𝑇𝑗 𝑇𝑗𝑆 𝑗 = Γ 𝑗 ;

10 计算 Ritz近似 (−γ𝑘 , [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]);
11 return (−γ𝑘 , [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘])和相应的 Ritz误差 [𝑟𝑘 ;σ𝑘]

为了便于理论分析，由于 ‖𝑞1‖ = 1，可以将其重写为 𝑞1 :=
√
1 − α2 · [𝑢; 0] + α · [0; 1] ∈ ℝ𝑛+1，

其中 𝑢 ∈ ℝ𝑛 且 ‖𝑢‖ = 1。以下定理表明，当 |α|超过某个阈值时，不等式 γ𝑘 ≥ δ 能够得到保证。令

人惊讶的是，Ritz误差最后一项的大小也可以通过 |α|加以控制。

定理 3.31

假定 假设 3.7 和 假设 3.30 成立。对于齐次矩阵 𝐹𝑘，假定 Lanczos 方法以初始向量 𝑞1 :=
√
1 − α2 · [𝑢; 0] + α · [0; 1] ∈ ℝ𝑛+1 开始，其中 𝑢 ∈ ℝ𝑛 且 ‖𝑢‖ = 1，则对于任何 |α| ≥ 1/2，以

下结论成立：

(1) 在第 𝑗 次迭代后 ( 𝑗 ≥ 2)，Lanczos 向量 𝑞 𝑗 = [ℓ 𝑗 ;β 𝑗] ∈ ℝ𝑛 × ℝ 的最后一项满足

|β 𝑗 | ≤ 2
√
1 − α2。

(2) 在第 𝑗 次迭代后 ( 𝑗 ≥ 4)，Ritz误差 [𝑟𝑘 ;σ𝑘]的最后一项满足

|σ𝑘 | ≤ 𝑈σ
√
1 − α2, (3-58)

其中𝑈σ 是一个与 𝑘 无关的常数：

𝑈σ :=
√
(𝑈𝐻 +𝑈𝑔)2 + (δ +𝑈𝑔)2

√
𝑈2
𝑔 + δ2 + 4

√
𝑛(𝑈𝑔 +max{𝑈𝐻 , δ}) (3-59)

47



第三章 齐次二阶下降法

(3) 如果满足

α · 𝑔𝑇𝑘 𝑢 ≤ 0 且 |α| ≥ 𝑈𝐻 + δ√
(𝑈𝐻 + δ)2 + 4(𝑔𝑇𝑘 𝑢)2

, (3-60)

则不精确对偶变量 γ𝑘 足够大，即 γ𝑘 ≥ δ。

基于上述定理，我们进一步展示如何通过适当选择 Ψ𝑘 使得 算法 3-4达到预期目的。

定理 3.32

假定 假设 3.7和 假设 3.30成立。在 算法 3-4的偏随机初始化 (行 2)中，选择 Ψ𝑘 使得

Ψ𝑘 =

√
10𝑛
√
π𝑝
·max

 16𝑀
2𝑈σ
ϵ2

,

√
1 + (𝑈𝐻 + δ)

2

2𝑝2π‖𝑔𝑘 ‖2
,
2
√
3

 , (3-61)

其中𝑈σ 的定义如 (3-59) 所示。记 𝐹𝑘 的精确最小特征向量为 χ𝑘 = [χ𝑘,1, ...,χ𝑘,𝑛+1]，则对于

任何常数 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1)和 ϵ > 0，以至少 1 − 𝑝 的概率满足以下不等式：

(𝑞𝑇1 χ𝑘)2 ≥ min
{

ϵ4

256𝑀4𝑈2
σ

,

(
1 + (𝑈𝐻 + δ)

2

2𝑝2π‖𝑔𝑘 ‖2

)−1
,
3
4

}
·
π2𝑝4

∑𝑛
𝑖=1 χ

2
𝑘,𝑖

100𝑛(𝑛 + 1) +
𝑝2πχ2𝑘,𝑛+1
10(𝑛 + 1) , (3-62)

|σ𝑘 | ≤
ϵ2

16𝑀2 且 |α| ≥ 𝑈𝐻 + δ√
(𝑈𝐻 + δ)2 + 4(𝑔𝑇𝑘 𝑏 [1:𝑛])2

(3-63)

我们将上述两个定理的证明推迟到附录，因为它们涉及较为复杂的技术细节。这些定理表明，

通过偏随机化可以以高概率保证 σ𝑘 足够小。由于正态分布的对称性，通过改变 𝑏 [1:𝑛] 的符号，可以

确保 α · 𝑔𝑇𝑘 𝑏 [1:𝑛] ≤ 0，从而保证不精确对偶变量 γ𝑘 满足 γ𝑘 ≥ δ。此外，我们证明了 (𝑞𝑇1 χ𝑘)2 能够远

离 0，通常达到 (3-62)中的第一项 (即 Ω(ϵ4/𝑛(𝑛 + 1)))；这为后续方法的复杂度分析提供了可能性。

Remark 3.33:注

算法 3-4 可能依赖于 ‖𝐹𝑘 ‖ 的先验信息。在技术上，可以通过使用 [148] Algorithm 5 中的边界

估计对 算法 3-4进行稍微改进，在这种情况下，‖𝐹𝑘 ‖可以通过某个 𝐹̂𝑘 估计满足

‖𝐹𝑘 ‖ ∈ [𝐹̂𝑘/2, 𝐹̂𝑘], (3-64)

在前 𝑂 (log(𝑛))次迭代中以高概率成立 (见 [148] Lemma 10) 。因此可以消除对 ‖𝐹𝑘 ‖先验信息

的依赖 (行 3 in算法 3-4)，代价是一次试运行。

在以下推论中，我们证明通过偏随机初始化的定制 Lanczos 方法可以在大值情况下实现充分的

下降。
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推论 3.34

假定 假设 3.7和 假设 3.30成立。如果运行 算法 3-4并设置参数 𝑒𝑘 = δ =
√
ϵ和 Δ =

√
ϵ
𝑀。那么

对于任意 ϵ > 0和 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1)，在两种大值情况下，以至少 1 − 𝑝 的概率成立：

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
δ

4
Δ2 + 𝑀

6
Δ3.

Proof. 根据 定理 3.31和 定理 3.32，以至少 1 − 𝑝 的概率，有

|σ𝑘 | ≤
ϵ2

16𝑀2 ≤
ϵ3/2

16𝑀2 =
δ

16
Δ2 且 γ𝑘 ≥ δ

因此，大步情况 (a) (引理 3.28)表明：

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ 4|σ𝑘 | −
γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3

结合大步情况 (b) (引理 3.29)：

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ |σ𝑘 | −
γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3,

我们有：

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ 4|σ𝑘 | −
γ𝑘
2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3

≤ δ
4
Δ2 − δ

2
Δ2 + 𝑀

6
Δ3 = −δ

4
Δ2 + 𝑀

6
Δ3.

此证。 □

3.5.4 小值情况下的非精确 HSODM

对于小值情况，与之前相同，当 |𝑡𝑘 | ≥ ν 且 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘 时发生。在这种情况下，我们可以证明

当前迭代点 𝑥𝑘 处的Hessian矩阵近似正半定。基于此，算法 3-3会测试 Ritz误差 𝑟𝑘 是否足够小。如

果不满足条件，则增加扰动参数 δ 并通过 算法 3-4重新计算 Ritz对。在这种情况下，我们可以证明

齐次矩阵 𝐹𝑘 的特征值间隔 (eigengap)满足 Ω(
√
ϵ)的下界。以下引理总结了这些结果。

引理 3.35:小值情况

假定 假设 3.7 和 假设 3.30 成立。如果 |𝑡𝑘 | >
√
1/(1 + Δ2) 且运行 算法 3-4，参数设置为

𝑒𝑘 = δ =
√
ϵ和 Δ =

√
ϵ
𝑀，其中 ϵ ≤ min{(2𝑀𝑈𝑔/(2𝑈𝐻 +𝑈𝑔))2, 3𝑀2, 1}，则以下结果成立：

(1) 对于任意 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1)，有

λ1(𝐻𝑘) ≥ −2δ − 2‖𝑔𝑘 ‖Δ − (𝑈𝐻 + γ𝑘)Δ2 ≥ −2
(
1 +

2𝑈𝑔
𝑀

) √
ϵ

的概率至少为 1 − 𝑝。

(2) 如果 Ritz 误差 𝑟𝑘 满足 ‖𝑟𝑘 ‖ ≤ 2ϵ (行 7) ，则下一次迭代点 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 已经是 ϵ-近似
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SOSP。

(3) 否则，当重新设置 δ = 3
√
ϵ + 2‖𝑔𝑘 ‖Δ + (𝑈𝐻 + γ𝑘)Δ2 (行 10) 时，齐次矩阵的特征值间隔满

足 ς𝑘 = λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥
√
ϵ。

Proof. 根据 (3-51)，我们有

−γ𝑘 = −δ𝑡2𝑘 + 2𝑡𝑘𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 + 𝑣𝑇𝑘𝐻𝑘𝑣𝑘

对其重新整理得到

(γ𝑘 − δ)𝑡2𝑘 = −2𝑡𝑘𝑔𝑇𝑘 𝑣𝑘 −
(
γ𝑘 +

𝑣𝑇𝑘𝐻𝑘𝑣𝑘

‖𝑣𝑘 ‖2

)
‖𝑣𝑘 ‖2

≤ 2𝑡𝑘
√
1 − 𝑡2𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖ −

(
γ𝑘 +

𝑣𝑇𝑘𝐻𝑘𝑣𝑘

‖𝑣𝑘 ‖2

)
‖𝑣𝑘 ‖2

≤ 2𝑡𝑘
√
1 − 𝑡2𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖ − (γ𝑘 + λ1(𝐻𝑘)) (1 − 𝑡

2
𝑘),

其中第一等式利用了 ‖𝑣𝑘 ‖2 + 𝑡2𝑘 = 1。这进一步意味着

γ𝑘 − δ ≤ 2Δ‖𝑔𝑘 ‖ + |λ1(𝐻𝑘) + γ𝑘 |Δ2

≤ 2Δ‖𝑔𝑘 ‖ + (𝑈𝐻 + γ𝑘)Δ2,

其中第一不等式由 Δ ≥
√
1 − 𝑡2𝑘/𝑡𝑘 推出。

注意到 𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼 � 0且 θ𝑘 ≤ γ𝑘 + 𝑒𝑘 = γ𝑘 + δ，进一步得到

λ1(𝐻𝑘) + θ𝑘 ≥ 0

⇒λ1(𝐻𝑘) + 2δ + 2‖𝑔𝑘 ‖Δ + (𝑈𝐻 + γ𝑘)Δ2 ≥ 0

由于 δ =
√
ϵ，Δ =

√
ϵ/𝑀，‖𝑔𝑘 ‖ ≤ 𝑈𝑔 且 γ𝑘 ≤ ‖𝐹𝑘 ‖ ≤ 𝑈𝐻 +𝑈𝑔，我们得到

λ1(𝐻𝑘) ≥ −2
√
ϵ − 2‖𝑔𝑘 ‖

𝑀

√
ϵ − (𝑈𝐻 + γ𝑘)ϵ

𝑀2

≥ −2
√
ϵ −

2𝑈𝑔
𝑀

√
ϵ −
(2𝑈𝐻 +𝑈𝑔)ϵ

𝑀2

≥ −2
(
1 +

2𝑈𝑔
𝑀

) √
ϵ,

其中最后一个不等式成立是因为 ϵ ≤ (2𝑀𝑈𝑔/(2𝑈𝐻 +𝑈𝑔))2。

对于 ‖𝑟𝑘 ‖ ≤ 2ϵ 的情况，由于 ‖𝑑𝑘 ‖ = ‖𝑣𝑘/𝑡𝑘 ‖ ≤ Δ，类似于 引理 3.16 的推导可以得到
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λ1(𝐻𝑘+1) ≥ Ω(−
√
ϵ)。现在考察 ‖𝑔𝑘+1‖的值。根据二阶 Lipschitz连续性，我们有

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ ‖𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘 − 𝐻𝑘𝑑𝑘 ‖ + ‖𝑔𝑘 + 𝐻𝑘𝑑𝑘 ‖

≤ 𝑀

2
‖𝑑𝑘 ‖2 + ‖𝑔𝑘 + 𝐻𝑘𝑑𝑘 ‖

=
𝑀

2
‖𝑑𝑘 ‖2 + ‖𝑟𝑘/𝑡𝑘 − γ𝑘𝑑𝑘 ‖

≤ 𝑀

2
Δ2 + ν‖𝑟𝑘 ‖ + |γ𝑘 |Δ

重置 δ := 3
√
ϵ + 2‖𝑔𝑘 ‖Δ + (𝑈𝐻 + γ𝑘)Δ2，并结合 Cauchy 间隔定理，可得特征值间隔下界

ς𝑘 = λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥
√
ϵ，此证。 □

剩余问题是描述增加扰动参数的场景 (行 10) 。对于重新计算的 Ritz 对 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]，如果它落入大

值情况，则函数值会减少，并进入下一次迭代。关键在于，如果 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]再次落入小值情况，则必须

有 ‖𝑟𝑘 ‖ ≤ 2ϵ成立，这表明 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 是 ϵ-近似 SOSP。以下定理形式化地说明了这一点。

引理 3.36

假定 假设 3.7和 假设 3.30成立，并在 算法 3-3的 行 10中重新设置

δ = 3
√
ϵ + 2‖𝑔𝑘 ‖Δ + (𝑈𝐻 + γ𝑘)Δ2, 𝑒𝑘 = min

{
ϵ,

ϵ
5
2

4(𝑈𝐻 +𝑈𝑔)2

}
, 且 Δ =

√
ϵ

𝑀
.

对于任意 0 < ϵ < 1 和 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1)，若 |𝑡𝑘 | >
√
1/(1 + Δ2)，则 ‖𝑟𝑘 ‖ ≤ 2ϵ的概率至少为

1 − 𝑝。

Proof. 注意到对于增大的 δ，由 引理 3.35可知 ς𝑘 = λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥
√
ϵ。根据 引理 5.30，有

‖𝑟𝑘 ‖ ≤ τ𝑘𝑒𝑘 + 2(max{𝑈𝐻 , δ} + ‖𝑔𝑘 ‖)
√
𝑒𝑘
ς𝑘

≤ τ𝑘𝑒𝑘 + 2(𝑈𝐻 +𝑈𝑔)
√
𝑒𝑘√
ϵ

≤ 2ϵ,

其中最后一个不等式成立是因为 τ𝑘 < 1 (参见 引理 5.30和 (5-69))。 □

3.5.5 非精确 HSODM的全局收敛性分析

最后，我们分析 Lanczos方法的复杂度。
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推论 3.37:关于算法 3-4的复杂度

假定假设 3.7和假设 3.30成立。当算法 3-4在非精确 HSODM 的行 3中被调用时，对于任意常

数 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1)，其完成一次调用所需的迭代次数以至少 1 − 𝑝 的概率被以下表达式上界：

𝑂

(√
‖𝐹𝑘 ‖ϵ−1/4 log

(
𝑛(𝑛 + 1)
𝑝ϵ

))
.

Proof. 回顾定理 3.32表明内积 𝑞𝑇1 χ𝑘 > 0的概率至少为 1− 𝑝，这促进了在引理 3.26中复杂度结果的应

用。具体来说，我们知道 (𝑞𝑇1 χ𝑘)2 远离零，并且通常取 (3-62)中的第一项，其量级为Ω(ϵ4/𝑛(𝑛 + 1))，
因为当 ϵ < 1很小时，(3-62)中的第二项几乎为常量 (类似于最后一项)。

注意，在非精确 HSODM 的某次迭代 𝑘 中调用算法 3-4时，只会发生以下两种情况之一。第一

种情况，我们设置 𝑒𝑘 =
√
ϵ。根据(3-52)，最坏情况的复杂度为：

𝑂

(√
‖𝐹𝑘 ‖ϵ−1/4 log

(
𝑛(𝑛 + 1)
𝑝ϵ

))
.

第二种情况，我们将 δ 设置为更大的值 (见行 10)，并根据引理 3.35，我们知道

ς𝑘 = λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥
√
ϵ.

因此，我们可以使用更高的精度，同时通过(3-53)保持复杂度在相同的量级。 □ □

综上所述，我们证明了在任何情况下，算法 3-3中的 Lanczos 方法都保证在 𝑂̃ (ϵ−1/4) 次迭代内

终止。然而，与 [147,148] 中提出的复杂度结果相比，这些结果依赖于 ‖𝐻𝑘 ‖并可以由𝑈𝐻 限制，而我

们的方法需要 ‖𝐹𝑘 ‖的大小，其上界为𝑈𝐻 +𝑈𝑔。

在以下定理中，我们证明了非精确 HSODM的算术复杂度。

定理 3.38:非精确HSODM的复杂度

假定假设 3.7和假设 3.30成立。对于任意常数 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1)，非精确 HSODM (算法 3-3)在

以下次数内终止：

𝐾 = 12( 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf)𝑀2ϵ−3/2,

并返回满足以下条件的迭代点 𝑥𝑘+1：

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ 𝑂 (ϵ) 和 λ1(𝐻𝑘+1) ≥ Ω(−
√
ϵ),

其概率至少为 (1 − 𝑝)2𝐾。此外，算法 3-3所需的算术操作数上界为：

𝑂

(
(𝑛 + 1)2ϵ−7/4( 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf)𝑀2√𝑈𝐻 +𝑈𝑔 log (

𝑛(𝑛 + 1)
𝑝ϵ

))
.
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Proof. 对于 算法 3-3 中的两种大值情况，推论 3.34 表明，通过选择 δ =
√
ϵ和 Δ =

√
ϵ
𝑀，函数值的减

少至少为：

𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘) ≤ −
δ

4
Δ2 + 𝑀

6
Δ3 = − ϵ3/2

12𝑀2 .

根据 引理 3.35和 引理 3.36，在小值情况下，算法将终止于一个 ϵ-近似的 SOSP，或者回到大值

情况。

因此，我们可以得出，在到达 ϵ-近似 SOSP之前，迭代次数最多为 𝐾 = 12( 𝑓 (𝑥1) − 𝑓inf)𝑀2ϵ−3/2。

在每次迭代中，如果是大值情况，则需要调用一次 算法 3-4；否则需要重置参数 (见 行 10)。在这种

情况下，我们可能进入大值情况并继续，或者再次进入小值情况。而后一种情况表明 ‖𝑟𝑘 ‖ ≤ 2ϵ，如

引理 3.36所示，这将终止算法。总之，每次迭代最多需要两次 算法 3-4的调用，高概率下可以保证。

由于 Lanczos方法成功的概率至少为 1 − 𝑝，在 𝐾 次迭代中，不会发生 算法 3-4的错误终止，其

概率至少为 (1 − 𝑝)2𝐾。结合这些结果和 推论 3.37，可以得出算术操作的复杂度。

我们首先注意到，对于满足 𝑝 < 1/2𝐾的某些 𝑝，(1−𝑝)2𝐾 ≥ 1−2𝐾𝑝成立。回忆 𝑝 ∈ (exp(−𝑛), 1)，
当 𝑛 ≥ Ω(− log ϵ)时，这一条件很容易满足。例如，当 ϵ = 10−8 时，有 𝑛 ≈ 20。因此，定理中“以至

少 (1 − 𝑝)2𝐾 的概率”为条件可以替换为“以至少 1 − 2𝐾𝑝 的概率”，同时保持其信息性。

由于我们的算法需要对维度为 (𝑛 + 1)的齐次矩阵进行算术操作，其在维度上的依赖性和与特征

值过程相关的复杂度 (推论 3.37) 相较于早期的二阶算法 (如 [5,23,44,147,148]) 略逊一筹。在 Lipschitz 常

数方面，我们对 Hessian 的 Lipschitz 常数 𝑀 的依赖性相比 [5,23] 中的结果较弱，因为我们的算法没

有显式地包含该常数；相反，它仅在建立整体计算复杂度时被调用。

尽管如此，我们的算法 HSODM 以其简洁性和统一性为特征，每次迭代仅需要特征值过程。具

体而言，在Hessian矩阵退化时，它的计算效率优于牛顿类型方法。此外，下一节还展示了HSODM

的实际性能具有很大的潜力。 □

第六节 数值实验

本节中，我们展示了 HSODM 在几类非凸优化问题上的计算结果。我们包括了 CUTEst 问

题 [72]，它被广泛用作评估非线性问题算法性能的标准数据集。由于 HSODM 属于二阶方法的范畴，

我们重点与牛顿信赖域方法和自适应三次正则牛顿方法 [27] 进行比较。我们的 Julia 实现 [15] 可在

https://github.com/bzhangcw/DRSOM.jl 获得。所有实验均在macOS系统的台式机上运行，该系

统配备 3.2 GHz的 6核 Intel Core i7处理器。
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3.6.1 实现细节

除了 HSODM的原始形式 (见 算法 3-1)，我们还加入了一些实际实现的技术。

首先，我们注意到实际的 HSODM 实现可能不会显式构造 Hessian 矩阵 𝐻𝑘。在计算 𝐹𝑘 · [𝑣; 𝑡]
时，其中 𝑣 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ，我们有：

𝐹𝑘 ·

𝑣

𝑡

 =


𝐻𝑘 · 𝑣 + 𝑡 · 𝑔𝑘
𝑔𝑇𝑘 𝑣 − 𝑡 · δ

 .
基于上述公式，我们提供了一种利用 Hessian向量积 𝐻𝑘𝑣 的矩阵无关实现，与其他不精确牛顿类型

方法类似 [27,43]。

尽管理论分析采用了回溯线搜索算法，但在实际中，同类方法可以结合任何定义良好的线搜索

算法。在我们的实现中，我们使用了 Hager-Zhang 线搜索算法，并采用默认参数设置 [79]。对于特

征值问题，我们使用 Lanczos 方法以设定的公差 (10−6) 求解齐次子问题。由于这些方法已由一些高

效的 Julia 包提供，我们直接使用了 LineSearches.jl [97] 中的线搜索算法，以及 KrylovKit.jl [77] 中的

Lanczos方法。对于超参数的设置，我们选取 δ = −
√
ϵ，ν = 0.01，以及 Δ = 10−4。

基准算法 Orban and Siqueira [132] 提供了由 JuliaSmoothOptimizers组织开发的高效 Julia包。这些

包实现了基于 Steihaug-Toint 共轭梯度方法的牛顿信赖域方法 (Newton-TR-STCG) 和自适应三次正则

化 (ARC)，并包含必要的子例程和技术，如子问题求解和 Krylov方法。最新的数值结果已在 [53] 中报

告。我们使用 Orban and Siqueira [132] 的原始实现及其默认设置。

3.6.2 CUTEst数据集中的无约束问题

接下来，我们展示 CUTEst 数据集中选定子集的结果。为了全面比较，我们提供了 HSODM 使

用明确的 Hessian矩阵的结果，称为 HSODM，以及通过 Hessian-向量积辅助的版本 (HSODM-HVP)。对

所有测试算法，我们设定迭代限制为 20, 000，终止准则为 ‖∇ 𝑓 (𝑥𝑘)‖ ≤ 10−5；如果未满足此条件，

则视为失败。我们聚焦于变量数 𝑛 ∈ [4, 5000]的无约束问题。

对于 CUTEst中的每个问题，如果它具有不同的参数，我们选取所有符合条件的实例。最终，我

们共有 200个实例，其中部分实例无法被任何方法求解。完整结果可见 表 3.B.2和 表 3.B.3。

算法的总体比较 以下 表 3-2 总结了测试算法的表现。在该表中，我们用 𝒦 表示成功实例的数量。

此外，我们基于缩放几何平均值 (SGM)计算性能统计数据，包括 𝑡𝐺 , 𝑘𝐺 , 𝑘
𝑓

𝐺 , 𝑘
𝑔

𝐺 , 𝑘
𝐻

𝐺，分别表示平均

运行时间、平均迭代次数、平均函数计算次数、平均梯度计算次数和平均 Hessian 计算次数。运行

时间以 1秒为单位缩放，其他指标按每 50次计算或迭代缩放。
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需要注意的是，三次正则化方法 ARC、牛顿信赖域方法 Newton-TR-STCG 和 HSODM-HVP 使用

Hessian-向量积，因此 𝑘
𝐻

𝐺 = 0，而梯度计算次数 𝑘
𝑔

𝐺 实际上包括了 Hessian-向量积的次数。

表 3-2 不同算法在 CUTEst 数据集上的 SGM 性能。注意 𝑡𝐺 , 𝑘𝐺 是缩放后的几何平均值

(分别以 1 秒和 50 次迭代为单位缩放) 。若某实例求解失败，其迭代次数和求解时间设

为 20, 000。

方法 𝒦 𝑡𝐺 𝑘𝐺 𝑘
𝑓

𝐺 𝑘
𝑔

𝐺 𝑘
𝐻

𝐺

Newton-TR-STCG 165.00 6.14 170.44 170.44 639.64 0.00

ARC 167.00 5.32 185.03 185.03 888.35 0.00

HSODM-HVP 173.00 4.79 111.24 200.60 787.32 0.00

HSODM 174.00 4.86 113.30 197.46 256.20 111.28

除了通过 SGM 衡量的指标，我们还使用文献 [52] 中定义的基于迭代次数的性能曲线。本质上，

算法在 图 3-1中点 α的性能曲线表示在竞争者中最佳迭代次数的 2α 倍范围内成功求解的概率。

(a)基于迭代次数的性能 (b)基于梯度计算的性能

图 3-1 用于 CUTEst 问题的二阶方法性能曲线。(a) 报告了迭代次数的性能。(b) 包括了

梯度计算的结果；仅包含使用 Krylov子空间的方法。

这些初步实现的结果表明，HSODM 和 HSODM-HVP 在平均性能上优于标准的二阶方法，包括

Newton-TR-STCG 和 ARC。在竞争算法中，HSODM-HVP 和 HSODM 在 𝑘𝐺 , 𝑡𝐺 方面的迭代复杂度和运行

时间表现更佳。HVP 变体 HSODM-HVP 在梯度评估次数上与 ARC 相当。由于 HSODM 需要更少的迭

代，因此似乎需要更多的梯度评估。由于线搜索带来的额外开销，需要更多的函数评估。

有趣的是，在某些实例中，HSODM 和 HSODM-HVP (如 EXTROSNB)、Newton-TR-STCG (如 ARGLINC)

以及 ARC (如 OSCIGRAD)都表现最佳。
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在性能曲线方面，可以看到 HSODM 和 HSODM-HVP 在迭代次数上具有优势。Newton-TR-STCG 在

其成功的实例中梯度评估表现最佳。HSODM-HVP 由于使用了维度略大的 𝑛 + 1系统，因此需要更多的

梯度评估。然而，这种劣势在实践中似乎是轻微的。

第七节 结论

本文介绍了一种齐次的二阶下降方法 (Homogenized Second-Order Descent Method，HSODM)，

其全局复杂度在一定范围广泛的二阶方法中是最优的 (见 [29])。HSODM使用了针对二阶泰勒展开的

齐次技巧，从而将结果转化为一个可以通过求解特征值问题解决的齐次二次形式。我们证明了齐次

的思想在凸优化和非凸优化情况下都是定义良好的，其中负曲率方向总是存在的。通过一直使用该

模型，可以在小步长时安全地停下来，从而获得 ϵ-近似的二阶稳定点 (SOSP)，而无需切换到其他方

法。

我们在 CUTEst 基准中的非线性优化问题上对 HSODM 进行了全面实验。HSODM 的两个变体

在这些实验中显示了令人鼓舞的结果。未来的一个研究方向是将该方法用于约束优化问题。
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本章附录

第一节 本章附加证明

3.A.1 对 引理 3.26的证明

我们在此提供概要性证明，因为结果是 [93] 的复杂度估计和 [147] 的引理 9的结合。考虑正半定矩

阵 𝐹′𝑘 := ‖𝐹𝑘 ‖𝐼 − 𝐹𝑘，将 ϵ := 𝑒𝑘
2‖𝐹𝑘 ‖ 代入 [93] 的复杂度结果，Lanczos方法返回的估计 γmax(𝐹′𝑘)满足

γmax(𝐹′𝑘) ≥
(
1 − 𝑒𝑘

2‖𝐹𝑘 ‖

)
λmax(𝐹′𝑘),

如果从向量 𝑞1 开始并最多运行

1 + 2

√
‖𝐹𝑘 ‖
𝑒𝑘

log

(
16‖𝐹𝑘 ‖
𝑒𝑘 (𝑞𝑇1 χ𝑘)2

)
次迭代 (无间隙版本)。由于 γmax(𝐹′𝑘) = ‖𝐹𝑘 ‖ − γ𝑘 且 λmax(𝐹′𝑘) = ‖𝐹𝑘 ‖ − λ1(𝐹𝑘)，根据 [147] 中引理 9

的相同论证，我们得出

γ𝑘 ≤ λ1(𝐹𝑘) + 𝑒𝑘 .

间隙相关版本的结果可以类似地建立，因此我们在此省略。

3.A.2 对 引理 5.30的证明

对于第一部分，注意到

‖𝐹𝑘 ‖ = max
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖=1


𝑣

𝑡


𝑇 
𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −δ



𝑣

𝑡

 ,
其上界为

‖𝐹𝑘 ‖ ≤ max{𝑈𝐻 , δ} + ‖𝑔𝑘 ‖,

完成了第一部分证明。对于第二部分，将 (3-51)两边同时乘以 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]，得到

[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]𝑇𝐹𝑘 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] + γ𝑘 = 0.

因为 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] 是单位向量，我们可以写成 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] = τ𝑘 · χ𝑘 + 𝑠，其中 τ𝑘 ∈ [0, 1]，且 𝑠 ⊥ χ𝑘 满足

τ 2𝑘 + ‖𝑠‖2 = 1。代入后得到

−θ𝑘 + 𝑒𝑘 ≥ −γ𝑘 = −θ𝑘τ 2𝑘 + 𝑠𝑇𝐹𝑘𝑠 ≥ −θ𝑘τ 2𝑘 + (−θ𝑘 + ς𝑘)‖𝑠‖2,

从而推导出

‖𝑠‖2 ≤ 𝑒𝑘
ς𝑘
.
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将其代入 (3-51)，我们有

[𝑟𝑘 ;σ𝑘] = 𝐹𝑘 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] + γ𝑘 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘],

其范数上界为

‖𝑟𝑘 ‖ ≤ τ𝑘𝑒𝑘 + 2(max{𝑈𝐻 , δ} + ‖𝑔𝑘 ‖)
√
𝑒𝑘
ς𝑘
.

此证。

3.A.3 对 定理 3.31的证明

对于第 (1)部分，基于 Lanczos方法的机制，对于任意正交基 𝑞 𝑗 = [ℓ 𝑗 ;β 𝑗]且 𝑗 ≥ 2，有 𝑞 𝑗 ⊥ 𝑞1。
因此

β 𝑗α = −ℓ𝑇𝑗 𝑢
√
1 − α2,

推导出

|β 𝑗 | ≤
√
1 − α2‖ℓ 𝑗 ‖‖𝑢‖

|α| ≤ 2
√
1 − α2,

适用于 |α| ≥ 1/2。

对于第 (2)部分，记 ζ𝑛+1 = 𝐹𝑘1𝑛+1 和 𝑦 = ζ𝑛+1 − (ζ𝑇𝑛+1𝑞1) · 𝑞1 − (ζ𝑇𝑛+1𝑞2) · 𝑞2。因此，

|ξ 𝑗 ,𝑛+1 | ≤
√
1 − α2𝑈σ = 𝑂 (

√
1 − α2).

利用 Ritz逼近的性质，可以推出

|σ𝑘 | ≤ |ξ 𝑗 ,𝑛+1 | ≤
√
1 − α2𝑈σ .

对于第 (3)部分，由 Krylov子空间的平移不变性，可以证明 𝑞𝑇1 𝐹𝑘𝑞1 ≤ −δ，完成了证明。

第二节 CUTEst数据集的详细结果

为简洁起见，我们使用 表 3.B.1中的缩写。

表 3.B.1 Abbreviations of the Methods

name abbreviation

ARC A

HSODM H

HSODM-HVP Hv

Newton-TR-STCG N
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第三章 齐次二阶下降法

表 3.B.3 CUTEst数据集的完整结果，函数值和梯度范数

name 𝑛
𝑓 ‖𝑔‖

A H Hv N A H Hv N

ARGLINA 200 +1.2e-22 +7.0e-28 +6.7e-29 +2.8e-26 2.2e-11 3.7e-13 3.1e-14 3.4e-13

ARGLINB 200 +5.0e+01 +5.0e+01 +0.0e+00 +5.0e+01 1.7e-03 1.4e+01 0.0e+00 2.0e-03

ARGLINC 200 +5.1e+01 +5.1e+01 +5.1e+01 +5.1e+01 1.2e+01 5.0e+01 1.8e-01 5.0e-04

ARGTRIGLS 200 +2.1e-19 +7.1e-23 +6.9e-17 +2.2e-19 1.4e-08 2.4e-08 3.3e-06 1.5e-08

ARWHEAD 1000 +0.0e+00 +0.0e+00 +0.0e+00 +0.0e+00 1.2e-13 5.1e-09 5.1e-09 1.2e-13

100 +0.0e+00 +0.0e+00 +0.0e+00 +0.0e+00 1.1e-11 1.4e-07 1.4e-07 1.1e-11

BDQRTIC 1000 +3.8e+02 +3.8e+02 +3.8e+02 +3.8e+02 1.1e-08 1.2e-10 4.7e-07 1.1e-08

100 +4.0e+03 +4.0e+03 +4.0e+03 +4.0e+03 1.4e-08 2.9e-06 3.0e-06 1.4e-08

BOXPOWER 1000 -1.7e-01 -1.7e-01 -1.7e-01 -1.7e-01 6.6e-13 4.3e-10 4.3e-10 1.5e-12

10 -1.8e+02 -1.8e+02 -1.8e+02 -1.8e+02 9.3e-10 5.7e-06 5.7e-06 1.6e-08

BOX 1000 +8.0e-09 +5.2e-16 +5.2e-16 +8.6e-09 4.0e-07 1.5e-06 1.5e-06 4.4e-07

10 +1.4e-08 +7.2e-10 +2.8e-09 +1.6e-08 4.8e-07 8.1e-07 2.9e-06 8.0e-07

BROWNAL 1000 +6.4e-13 +2.0e-22 +4.2e-23 +2.2e-19 1.4e-07 5.0e-07 2.8e-06 1.5e-09

200 +2.3e-12 +3.2e-21 +2.3e-12 +2.3e-12 6.9e-07 2.6e-08 6.8e-07 5.6e-07

BROYDN3DLS 1000 +4.9e-15 +4.6e-29 +7.5e-17 +4.7e-15 6.5e-07 1.1e-10 5.8e-07 6.4e-07

50 +6.3e-19 +7.1e-01 +7.1e-01 +3.9e-15 7.9e-09 7.0e-07 1.1e-06 6.1e-07

BROYDN7D 500 +1.7e+01 +1.7e+01 +1.7e+01 +1.7e+01 7.2e-08 4.2e-06 4.3e-06 1.4e-08

50 +1.8e+02 +2.8e+00 +2.8e+00 +1.9e+02 8.0e-09 3.0e-06 1.5e-06 2.4e-08

BROYDNBDLS 1000 +1.5e-17 +7.7e-19 +4.6e-15 +1.2e-17 7.7e-09 1.4e-06 1.5e-06 1.5e-08

50 +2.2e-14 +1.1e-22 +6.6e-17 +6.2e-18 8.9e-07 2.4e-10 4.9e-08 1.3e-08

BRYBND 1000 +1.5e-17 +7.7e-19 +4.6e-15 +1.2e-17 7.7e-09 1.4e-06 1.5e-06 1.5e-08

50 +2.2e-14 +8.4e-23 +6.6e-17 +6.2e-18 8.9e-07 2.4e-10 4.9e-08 1.3e-08

CHAINWOO 1000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.3e-08 9.9e-06 9.9e-06 5.0e-09

4 +8.5e+02 +4.2e+02 +3.8e+02 +7.9e+02 2.7e-08 4.4e-10 1.4e-06 1.7e-07

CHNROSNB 25 +1.0e-18 +9.1e-29 +3.2e-16 +6.5e-19 1.8e-08 6.4e-08 3.9e-07 9.5e-09

CHNRSNBM 25 +2.5e-19 +1.3e-27 +2.8e-15 +2.7e-17 1.0e-08 8.2e-07 1.1e-06 5.7e-08

COSINE 1000 -9.9e+01 -9.9e+01 -9.9e+01 -9.9e+01 1.4e-07 2.2e-09 4.4e-06 7.7e-09

100 -1.0e+03 -1.0e+03 -1.0e+03 -1.0e+03 7.8e-07 1.9e-10 2.5e-07 4.0e-09

CRAGGLVY 1000 +1.5e+01 +1.5e+01 +1.5e+01 +1.5e+01 4.0e-08 2.5e-06 2.7e-06 4.2e-08

50 +3.4e+02 +3.4e+02 +3.4e+02 +3.4e+02 1.4e-08 2.4e-09 9.2e-07 9.0e-07

CURLY10 1000 -1.0e+04 -1.0e+04 -1.0e+04 -1.0e+04 3.9e-07 1.7e-08 9.1e-07 1.7e-08

100 -1.0e+05 -1.0e+05 -1.0e+05 -1.0e+05 9.4e-07 2.4e-07 9.3e-06 6.4e-04

CURLY20 1000 -1.0e+04 -1.0e+04 -1.0e+04 -1.0e+04 1.5e-08 1.6e-08 9.5e-07 1.3e-08
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第三章 齐次二阶下降法

表 3.B.3 CUTEst数据集的完整结果，函数值和梯度范数

name 𝑛
𝑓 ‖𝑔‖

A H Hv N A H Hv N

100 -1.0e+05 -1.0e+05 -1.0e+05 -1.0e+05 1.4e-08 2.5e-09 4.1e-06 1.9e-05

CURLY30 1000 -1.0e+05 -1.0e+05 -1.0e+05 -1.0e+05 1.5e-08 1.6e-03 7.5e-06 1.6e-04

DIXMAANA 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 8.7e-12 1.6e-06 1.6e-06 5.0e-17

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 8.2e-17 3.6e-08 3.6e-08 6.3e-09

DIXMAANB 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 8.5e-08 3.4e-06 3.4e-06 2.7e-09

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 2.6e-09 6.9e-10 6.9e-10 6.1e-09

DIXMAANC 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 7.7e-14 6.7e-10 6.7e-10 4.2e-17

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.3e-14 3.4e-08 3.4e-08 1.2e-19

DIXMAAND 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 5.8e-12 3.0e-08 3.0e-08 2.6e-12

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 4.7e-08 8.3e-06 8.3e-06 1.4e-09

DIXMAANE 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.3e-08 1.3e-08 9.8e-07 5.3e-07

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 2.6e-07 3.0e-06 2.9e-06 3.5e-07

DIXMAANF 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.3e-08 4.1e-08 8.1e-07 9.4e-09

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.5e-08 6.1e-06 6.0e-06 1.6e-08

DIXMAANG 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.1e-08 5.6e-08 9.3e-07 2.5e-07

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 7.4e-08 5.5e-06 5.4e-06 8.0e-08

DIXMAANH 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 3.5e-08 1.2e-07 8.7e-07 1.9e-08

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.5e-07 1.3e-06 1.3e-06 2.2e-08

DIXMAANI 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 3.6e-09 4.8e-06 4.3e-06 1.8e-09

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 6.7e-07 7.2e-06 9.4e-06 1.3e-08

DIXMAANJ 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 5.8e-08 1.8e-06 1.8e-06 1.3e-08

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 8.6e-07 8.1e-06 9.4e-06 3.3e-07

DIXMAANK 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.3e-07 5.7e-07 5.9e-07 1.4e-08

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 4.2e-07 7.9e-06 9.9e-06 7.9e-08

DIXMAANL 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.5e-08 7.0e-06 7.3e-06 7.8e-08

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 5.8e-07 9.2e-06 7.8e-06 6.8e-07

DIXMAANM 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.5e-08 7.0e-07 7.7e-07 1.3e-08

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.6e-07 8.4e-06 9.9e-06 5.0e-08

DIXMAANN 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.5e-08 4.6e-06 4.6e-06 3.7e-08

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 7.7e-07 7.9e-06 1.0e-05 3.9e-07

DIXMAANO 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 8.9e-08 4.4e-06 4.4e-06 2.2e-08

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 8.7e-07 6.3e-06 8.8e-06 1.5e-08

DIXMAANP 3000 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.3e-08 1.4e-06 2.7e-06 1.9e-08

Continued on next page

70



第三章 齐次二阶下降法

表 3.B.3 CUTEst数据集的完整结果，函数值和梯度范数

name 𝑛
𝑓 ‖𝑔‖

A H Hv N A H Hv N

90 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 3.0e-07 8.1e-06 9.5e-06 4.3e-07

DIXON3DQ 1000 +1.9e-16 +3.0e-14 +7.2e-13 +2.4e-27 1.4e-08 3.4e-06 4.3e-06 1.9e-13

100 +3.2e-08 +5.7e-10 +6.1e-12 +7.8e-17 5.7e-07 7.6e-06 2.8e-06 8.3e-09

DQDRTIC 1000 +1.2e-23 +2.7e-29 +9.4e-18 +7.1e-30 7.0e-12 8.4e-08 8.4e-08 5.4e-15

50 +5.2e-15 +1.8e-30 +2.6e-41 +1.7e-42 1.4e-07 3.2e-10 3.2e-10 6.6e-21

DQRTIC 1000 +3.4e-09 +1.8e-09 +1.8e-09 +3.8e-09 8.5e-07 3.5e-06 3.5e-06 8.3e-07

50 +7.5e-07 +1.4e-10 +1.4e-10 +5.1e-07 2.3e-05 1.1e-06 1.2e-06 1.7e-05

EDENSCH 2000 +2.2e+02 +2.2e+02 +2.2e+02 +2.2e+02 9.0e-07 1.1e-07 5.3e-07 1.6e-08

36 +1.2e+04 +1.2e+04 +1.2e+04 +1.2e+04 7.8e-09 1.9e-06 1.9e-06 7.8e-09

EIGENALS 2550 +1.1e-16 +7.5e-22 +7.5e-22 +5.2e-22 2.4e-08 2.4e-06 2.4e-06 1.2e-10

6 +3.9e-14 +7.4e+01 +7.3e+01 +8.2e-11 5.1e-07 1.6e+02 9.3e+01 8.8e-07

EIGENBLS 2550 +1.8e-01 +9.6e-24 +1.8e-01 +1.8e-01 7.2e-08 2.2e-06 8.2e-07 3.3e-07

6 +1.5e-02 +1.5e-02 +4.1e-03 +5.4e-04 1.6e-03 1.2e-01 4.1e-02 4.6e-03

EIGENCLS 2652 +3.8e-17 +2.7e-23 +9.7e-14 +5.0e-17 1.1e-08 4.6e-06 4.8e-06 1.4e-08

30 +1.3e+03 +2.9e+03 +8.6e+02 +4.2e-03 1.4e+00 1.6e+01 8.5e+00 1.3e-01

ENGVAL1 1000 +5.4e+01 +5.4e+01 +5.4e+01 +5.4e+01 8.9e-09 5.7e-06 5.7e-06 8.7e-09

50 - +1.1e+03 +1.1e+03 +1.1e+03 - 1.7e-11 3.8e-07 1.4e-08

ERRINROS 25 +1.8e+01 +1.8e+01 +1.8e+01 +1.8e+01 1.3e-08 7.4e-08 3.8e-06 7.2e-07

ERRINRSM 25 +1.8e+01 +1.8e+01 - +1.8e+01 7.6e-10 8.0e-06 - 5.5e-08

EXTROSNB 1000 +3.1e-08 +7.1e-28 +1.8e-18 +3.3e-09 8.8e-07 3.6e-09 7.4e-08 1.6e-08

100 +3.3e-08 +3.0e-09 +2.4e-09 +5.1e-07 9.7e-07 9.4e-06 1.0e-05 7.4e-04

FLETBV3M 1000 -2.2e-03 +1.2e-05 +1.2e-05 -2.2e-03 8.8e-07 7.7e-06 7.7e-06 4.9e-07

10 -2.0e+03 -2.0e+03 -2.0e+03 -2.0e+03 3.6e-12 4.4e-11 6.6e-07 1.6e-08

FLETCBV2 1000 -5.5e-01 -5.5e-01 -5.5e-01 -5.5e-01 1.4e-08 5.7e-07 5.7e-07 1.0e-08

10 -5.0e-01 -5.0e-01 -5.0e-01 -5.0e-01 1.5e-08 2.8e-06 3.0e-06 2.1e-09

FLETCBV3 1000 -3.2e-02 +1.2e-05 +1.2e-05 -3.2e-02 9.9e-07 7.7e-06 7.7e-06 5.6e-09

10 -8.0e+07 -2.9e+11 -2.5e+11 -1.0e+11 6.3e-01 7.5e-01 7.6e-01 9.4e-01

FLETCHBV 1000 -2.7e+06 -2.7e+06 -2.7e+06 -2.7e+06 2.9e-08 1.3e-07 1.3e-07 0.0e+00

10 -5.6e+19 -3.0e+19 -2.7e+19 -9.2e+18 4.7e+07 7.3e+07 7.4e+07 8.8e+07

FLETCHCR 1000 +4.5e-19 +3.7e-27 +7.1e-16 +1.6e-19 2.2e-08 1.2e-06 3.1e-06 1.5e-08

100 +2.8e-19 +1.4e-22 +6.5e-18 +7.6e+02 1.9e-08 5.3e-06 6.9e-07 4.6e+00

FMINSRF2 16 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.6e-09 6.1e-06 6.1e-06 1.4e-08

961 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 2.0e-08 5.5e-06 8.3e-06 1.6e-08
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表 3.B.3 CUTEst数据集的完整结果，函数值和梯度范数

name 𝑛
𝑓 ‖𝑔‖

A H Hv N A H Hv N

FMINSURF 16 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 8.4e-09 2.8e-07 2.8e-07 2.2e-09

961 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.1e-07 6.1e-07 9.6e-07 2.7e-08

FREUROTH 1000 +5.9e+03 +5.9e+03 +5.9e+03 +5.9e+03 1.3e-08 3.3e-07 3.3e-07 1.4e-08

50 +1.2e+05 +1.2e+05 +1.2e+05 +1.2e+05 9.3e-07 3.2e-10 4.8e-07 2.8e-08

GENHUMPS 1000 +2.9e+04 +8.6e-32 +7.5e-20 +1.3e-17 8.5e+01 2.2e-08 7.9e-07 2.1e-09

10 +1.0e+07 +4.2e-17 +5.7e+02 +1.2e+05 1.9e+03 7.2e-06 2.9e+01 5.0e+02

GENROSE 100 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.8e-08 3.9e-07 6.9e-07 9.3e-09

500 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 1.7e-08 7.8e-06 5.5e-07 8.9e-09

HILBERTA 6 +2.3e-11 +3.1e-13 +4.6e-11 +5.0e-09 2.9e-08 2.8e-07 9.9e-06 3.6e-07

HILBERTB 5 +3.4e-19 +1.2e-31 +3.1e-23 +8.9e-20 2.8e-09 8.5e-09 3.7e-07 1.3e-09

INDEFM 1000 -1.0e+09 -2.9e+05 -9.2e+14 -2.2e+05 7.1e+00 7.1e+00 7.3e+00 1.4e+01

50 -2.0e+10 -5.9e+03 -4.5e+03 -1.3e+06 3.2e+01 3.2e+01 3.2e+01 6.0e+01

INDEF 1000 -5.0e+03 -4.7e+03 -4.7e+03 -4.9e+03 1.3e-11 3.0e-06 6.9e-07 2.2e-08

50 -1.0e+05 -1.0e+05 -1.0e+05 -9.5e+04 3.7e-10 1.7e-07 2.5e-10 3.1e-07

INTEQNELS 102 +3.2e-18 +7.9e-31 +1.1e-17 +1.1e-18 3.7e-09 4.9e-10 1.7e-07 2.2e-09

502 +1.6e-17 +9.2e-30 +7.1e-14 +1.0e-14 8.3e-09 3.2e-09 5.4e-07 2.1e-07

JIMACK 1521 +8.7e-01 +8.7e-01 +8.7e-01 +9.1e-01 3.1e-06 8.7e-06 8.5e-06 3.6e-01

81 +8.9e-01 +8.7e-01 +1.1e+00 +8.9e-01 1.6e-02 3.4e-04 9.4e-01 1.7e-02

LIARWHD 1000 +7.4e-19 +6.2e-28 +5.6e-28 +6.8e-19 8.9e-09 3.1e-06 3.1e-06 8.5e-09

36 +1.0e-25 +4.9e-29 +0.0e+00 +7.2e-22 2.3e-11 4.7e-09 4.7e-09 1.9e-09

MANCINO 50 +1.5e-21 +6.0e-24 +5.9e-20 +1.3e-21 5.4e-08 5.6e-07 5.6e-07 5.2e-08

MODBEALE 10 +2.3e-21 +9.9e-26 +1.5e-25 +1.7e-14 1.6e-10 3.3e-06 3.3e-06 2.5e-07

2000 +3.0e-15 +1.8e-25 +5.2e-14 +8.0e+00 1.3e-07 3.5e-08 6.7e-07 4.8e-04

MOREBV 1000 +6.7e-12 +7.8e-13 +3.1e-12 +1.8e-14 2.9e-08 5.3e-06 7.6e-06 5.7e-09

50 +1.2e-09 +1.2e-09 +1.2e-09 +1.1e-09 1.5e-07 1.5e-06 8.9e-06 3.9e-07

MSQRTALS 4900 +1.1e-14 +9.8e-28 +7.9e-14 +2.5e-17 1.4e-07 9.0e-08 1.0e-06 7.9e-09

49 +8.5e-04 +1.5e-01 +3.6e-04 +7.7e-05 4.9e-01 5.9e+00 1.7e-01 4.6e-03

MSQRTBLS 4900 +4.3e-17 +6.2e-24 +6.8e-14 +1.7e-14 1.0e-08 8.6e-07 1.3e-06 2.1e-07

49 +4.5e-03 +1.6e-01 +2.2e-04 +1.3e-05 6.1e-01 6.0e+00 6.6e-02 1.8e-03

NCB20B 1000 +1.9e+02 +1.9e+02 +1.9e+02 +1.9e+02 1.3e-08 4.8e-07 9.8e-07 3.0e-08

180 +9.2e+02 +9.2e+02 +9.2e+02 +9.1e+02 1.3e-08 2.6e-06 9.2e-08 2.7e-08

NCB20 1010 +3.5e+02 +3.5e+02 +3.5e+02 +3.5e+02 3.3e-08 1.7e-07 8.9e-07 4.1e-08

110 +1.7e+03 +1.7e+03 +1.7e+03 +1.7e+03 3.8e-08 2.8e-06 2.9e-06 2.1e-07
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表 3.B.3 CUTEst数据集的完整结果，函数值和梯度范数

name 𝑛
𝑓 ‖𝑔‖

A H Hv N A H Hv N

NONCVXU2 1000 +2.3e+01 +2.3e+01 +2.3e+01 +2.3e+01 1.4e-11 1.3e-06 1.3e-06 7.1e-12

10 +2.3e+03 +2.3e+03 +2.3e+03 +2.3e+03 1.5e-08 7.0e-06 1.5e-06 6.4e-07

NONCVXUN 1000 +2.3e+01 +2.3e+01 +2.3e+01 +2.3e+01 3.4e-10 5.0e-09 4.8e-09 4.0e-07

10 - +2.3e+03 +2.3e+03 +2.3e+03 - 3.0e-02 5.3e-02 7.0e-02

NONDIA 1000 +3.3e-23 +5.0e-28 +0.0e+00 +2.6e-26 4.1e-10 3.4e-10 3.3e-10 9.1e-12

90 +2.0e-23 +6.4e-27 +2.0e-29 +2.1e-23 2.6e-09 1.9e-07 1.9e-07 2.6e-09

NONDQUAR 1000 +9.0e-07 +3.5e-06 +3.0e-06 +5.0e-05 9.4e-07 7.2e-06 7.5e-06 3.2e-03

100 +1.6e-06 +3.5e-06 +5.0e-06 +5.3e-07 9.8e-07 9.1e-06 7.0e-06 9.0e-07

NONMSQRT 4900 +1.1e+00 +1.1e+00 +1.1e+00 +1.1e+00 9.5e-07 3.1e-02 8.5e-02 6.4e-07

49 +7.2e+02 +7.5e+02 +7.9e+02 +7.3e+02 2.5e+00 4.8e+01 6.8e+01 3.7e+02

OSCIGRAD 1000 +2.8e-09 +2.8e-09 +2.4e-09 +2.8e-09 4.6e-08 9.2e-06 1.3e-03 3.6e-08

15 +5.6e-24 - +1.7e-21 +3.2e-23 6.1e-08 - 6.8e-07 8.9e-08

OSCIPATH 25 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 4.6e-09 2.6e-06 2.6e-06 4.6e-09

500 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 +1.0e+00 4.6e-09 2.6e-06 2.6e-06 4.6e-09

PENALTY1 1000 +4.3e-04 +4.3e-04 +4.3e-04 +4.3e-04 2.6e-07 8.6e-06 1.5e-06 1.2e-08

50 +9.7e-03 +9.7e-03 +9.7e-03 +9.7e-03 4.3e-03 1.8e-07 1.8e-07 1.9e-03

PENALTY2 1000 +4.3e+00 +4.3e+00 +4.3e+00 +4.3e+00 1.4e-08 1.6e-09 7.7e-06 1.9e-07

50 +1.4e+83 +4.9e+82 +4.1e+82 +1.1e+83 4.9e+38 9.1e+69 2.5e+67 2.4e+67

PENALTY3 50 +1.0e-03 +1.0e-03 +1.0e-03 +1.0e-03 8.1e-09 2.5e-08 8.9e-07 1.2e-07

POWELLSG 1000 +5.1e-10 +1.6e-11 +1.8e-11 +5.1e-10 5.5e-07 6.9e-06 6.9e-06 5.4e-07

60 +1.7e-09 +6.4e-13 +7.4e-12 +1.6e-09 6.6e-07 3.5e-06 2.3e-08 6.4e-07

POWER 1000 +1.1e-10 +1.2e-18 +2.4e-12 +1.1e-10 7.6e-07 3.1e-08 4.1e-08 7.6e-07

50 +1.3e-09 +2.5e-18 +7.4e-12 +1.3e-09 1.9e-05 5.7e-08 6.7e-07 1.9e-05

QUARTC 1000 +4.6e-09 +3.1e-10 +4.5e-10 +2.8e-09 8.9e-07 4.6e-06 4.7e-06 6.0e-07

100 +7.5e-07 +1.4e-10 +1.4e-10 +5.1e-07 2.3e-05 1.1e-06 1.2e-06 1.7e-05

SBRYBND 1000 +1.3e+02 +4.5e+02 +4.7e-05 +3.5e+02 4.2e+02 2.1e+07 3.4e+03 1.2e+05

50 +2.9e+03 +2.1e+04 +5.0e+03 +3.6e+03 2.8e+03 1.1e+08 5.1e+06 1.8e+05

SCHMVETT 1000 -2.4e+01 -2.4e+01 -2.4e+01 -2.4e+01 3.1e-07 1.0e-10 1.0e-10 1.2e-08

10 -3.0e+03 -3.0e+03 -3.0e+03 -3.0e+03 2.5e-08 2.1e-07 1.0e-06 5.4e-08

SCOSINE 1000 +7.1e+00 - - -6.5e+00 1.3e+05 - - 5.9e+00

10 -4.7e+02 -1.2e+02 +8.3e+02 -4.4e+02 4.5e+02 9.1e+16 1.3e+15 6.8e+04

SCURLY10 1000 +1.7e+06 +9.7e+10 +9.7e+10 +1.7e+06 5.4e+10 1.1e+20 1.1e+20 5.4e+10

10 +1.8e+11 +3.4e+23 +3.4e+23 +1.0e+11 1.4e+14 6.6e+23 6.6e+23 9.0e+13

Continued on next page

73



第三章 齐次二阶下降法

表 3.B.3 CUTEst数据集的完整结果，函数值和梯度范数

name 𝑛
𝑓 ‖𝑔‖

A H Hv N A H Hv N

SCURLY20 1000 +2.1e+12 +8.6e+24 +8.6e+24 +1.2e+12 1.4e+15 1.6e+25 1.6e+25 9.1e+14

SCURLY30 1000 - +1.5e+25 +1.5e+25 +4.1e+12 - 3.7e+25 3.7e+25 3.2e+15

SENSORS 1000 -2.0e+01 -2.1e+01 -2.1e+01 -2.0e+01 8.6e-11 2.1e-10 1.2e-07 1.9e-08

10 -2.0e+05 -2.0e+05 -2.0e+05 -2.0e+05 1.6e-08 9.6e-06 9.6e-06 7.1e-08

SINQUAD 1000 -1.1e+03 -1.1e+03 -1.1e+03 -1.1e+03 2.5e-11 9.1e-06 9.1e-06 2.7e-08

50 -2.9e+05 -2.9e+05 -2.9e+05 -2.9e+05 1.3e-09 2.1e-07 2.1e-07 1.2e-10

SPARSINE 1000 +3.6e-18 +1.4e-27 +1.8e-15 +6.3e-18 1.5e-08 7.5e-08 7.1e-07 1.0e-08

50 +3.2e-18 +3.3e-20 +9.8e-13 +1.7e-11 1.9e-08 5.3e-09 9.6e-06 2.8e-04

SPARSQUR 1000 +3.8e-10 +1.2e-13 +5.3e-13 +3.8e-10 4.7e-07 5.5e-09 5.5e-09 4.7e-07

50 +2.3e-10 +1.2e-14 +5.6e-10 +2.3e-10 3.2e-07 1.6e-08 1.8e-06 3.2e-07

SPMSRTLS 1000 +8.9e-17 +2.5e-17 +2.7e-13 +4.4e-16 1.1e-08 2.5e-06 2.5e-06 4.1e-08

100 +5.4e-16 +4.3e-16 +2.1e-15 +8.5e-15 1.5e-08 3.5e-08 9.5e-07 3.6e-07

SROSENBR 500 +9.4e-17 +1.4e-28 +1.2e-28 +1.8e-18 1.7e-08 6.5e-07 6.5e-07 1.3e-09

50 +3.4e-28 +6.5e-28 +1.3e-27 +2.8e-29 7.9e-13 4.7e-08 4.7e-08 1.1e-14

SSBRYBND 1000 +2.1e-17 +1.0e-10 +1.9e-16 +1.7e+00 2.2e-08 1.7e-01 2.3e-04 1.5e+03

50 +1.7e-19 +1.9e+02 +1.7e-12 +1.1e+04 1.3e-08 1.9e+05 2.2e-02 9.0e+04

SSCOSINE 1000 -8.3e+00 -9.0e+00 -8.5e+00 -9.0e+00 9.7e-04 2.9e-01 6.0e+04 3.1e-09

10 -9.9e+02 +2.5e+01 - -1.0e+03 2.4e-02 2.4e+10 - 2.9e-03

TESTQUAD 1000 +1.2e-16 +3.0e-19 +2.4e-17 +2.8e-17 5.3e-08 1.5e-07 8.5e-08 3.3e-08

TOINTGSS 1000 +1.0e+01 +1.0e+01 +1.0e+01 +1.0e+01 4.5e-07 8.1e-09 5.4e-07 1.5e-08

50 +1.0e+01 +1.0e+01 +1.0e+01 +1.0e+01 4.1e-07 4.8e-08 1.2e-07 5.0e-09

TQUARTIC 1000 +8.2e-22 +4.0e-30 +2.1e-30 +1.6e-28 5.5e-10 2.1e-08 2.1e-08 3.5e-13

50 +1.5e-17 +6.0e-31 +2.9e-23 +1.2e-13 2.5e-10 6.8e-10 6.8e-10 2.2e-08

TRIDIA 1000 +1.6e-17 +4.9e-27 +1.1e-15 +6.4e-18 5.6e-08 5.9e-07 9.4e-07 4.1e-08

50 +9.5e-19 +2.7e-25 +3.2e-16 +3.5e-19 4.0e-08 6.1e-10 9.3e-07 2.2e-08

VARDIM 200 +1.7e-06 +3.6e-02 +3.6e-02 +1.7e-06 4.3e+00 2.2e+05 2.2e+05 4.3e+00

VAREIGVL 100 +3.9e-18 +3.2e-26 +1.6e-13 +1.9e-11 7.5e-09 8.4e-07 2.9e-06 2.0e-07

500 +8.2e-12 +3.5e-26 +6.1e-13 +7.4e-11 1.9e-07 9.4e-07 4.5e-06 8.9e-07

WATSON 12 +1.2e-07 +1.1e-08 +1.4e-08 +1.2e-07 9.3e-07 9.9e-06 4.5e-06 9.3e-07

WOODS 4000 +1.0e-19 +7.4e-24 +7.4e-24 +1.3e-20 1.3e-08 9.9e-06 9.9e-06 5.0e-09

4 +1.8e-23 +3.0e-27 +1.4e-27 +1.6e-23 1.5e-10 1.1e-06 1.1e-06 1.1e-10

YATP1LS 120 +1.7e+00 +5.5e-26 +8.0e-27 +2.3e-17 1.6e+00 4.2e-07 4.2e-07 4.4e-10

2600 +1.1e-21 +3.4e-24 +6.0e-25 +5.3e-23 3.4e-09 3.0e-07 3.0e-07 6.6e-10
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表 3.B.3 CUTEst数据集的完整结果，函数值和梯度范数

name 𝑛
𝑓 ‖𝑔‖

A H Hv N A H Hv N

YATP2LS 8 +1.1e+02 +3.7e-31 +6.3e-28 +1.1e+02 9.9e-07 5.2e-10 5.2e-10 1.9e-07

2600 +2.6e-29 +3.8e-28 +8.0e-27 +1.3e+02 1.2e-13 7.5e-12 7.3e-12 4.0e-07
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第四章 广义齐次模型及下降框架

第一节 简介

上一章，我们提出了一种齐次二阶下降方法 (Homogeneous Second-Order Descent Method，

HSODM) 。此方法中，通过求解具有聚合矩阵 𝐹𝑘 的普通齐次模型 (Ordinary Homogeneous Model，

OHM)来构建迭代点：

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; 𝐹𝑘) := [𝑣; 𝑡]𝑇𝐹𝑘 [𝑣; 𝑡], 𝐹𝑘 :=

𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 δ

 , (4-1)

其中变量 𝑣 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ.

齐次化方法预设了一个 δ ≤ 0，使得向量 [𝑣; 𝑡] 对应于聚合矩阵 𝐹𝑘 的最左特征向量。然后，

HSODM采用一种简单策略来找到步长 η𝑘，例如通过线搜索方法，并使用 OHM生成的方向 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]
更新迭代点为 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + η𝑘 (𝑣𝑘/𝑡𝑘)。该方法对于非凸问题有 𝑂 (ϵ−3/2) 的迭代复杂度。前面已经通

过数值验证 HSODM相对于标准二阶方法的优势。

在本章中，我们扩展齐次化的思想，不仅限于具有二阶 Lipschitz连续性的非凸问题。我们引入

了以下广义齐次模型 (Generalized Homogeneous Model，GHM)

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; 𝐹𝑘) := [𝑣; 𝑡]𝑇𝐹𝑘 [𝑣; 𝑡] with 𝐹𝑘 :=


𝐻𝑘 ϕ𝑘 (𝑥𝑘)
ϕ𝑘 (𝑥𝑘)𝑇 δ𝑘

 , (4-2)

使得 δ𝑘 ∈ ℝ 允许某种适应性。此外，我们引入了变换 ϕ𝑘 : ℝ𝑛 ↦→ ℝ𝑛 来替代梯度 𝑔𝑘，同时保留使用

对称特征值的优势。这种灵活性便于我们设计一个通用的齐次框架，在此框架中还可以设计新的算

法。

本章的贡献可以总结如下。我们在 算法 4-1 中提出了一种齐次二阶下降框架 (Homogeneous

Second-Order Descent Framework, HSODF),其中子问题中所需的线性系统替换为广义齐次模型 (4-2)

(可以作为特征值问题进行求解)。我们详细对比求解线性方程组和求解 GHM的问题条件数，并通过

一些简单数值实验说明优势。

如果允许对 δ𝑘 进行搜索，我们讨论如何利用 HSODF 生成一系列二阶优化方法。在此背景下，

提出一种自适应的 HSODM (第 5章)，适用于二阶 Lipschitz函数，这是之前基于线搜索的 HSODM

的加强版本。这种方法在非凸优化中保持了𝑂 (ϵ−3/2)的迭代复杂度，同时将原始 HSODM扩展到凸

问题。接下来，我们提供了一种用来辅助定位 δ𝑘 的二分法，其复杂度为 𝑂 (log(1/ϵ))；同时作为一

种基础技术，可以适用于类似的、需要对 δ𝑘 进行搜索的二阶方法。
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在同一框架下，随后的章节 (第 6 章) 会讨论一种变体，该变体适用于 自协 Lipschitz 而非标准

的二阶 Lipschitz函数。在这种情况下，对 GHM种的 δ𝑘 和 ϕ𝑘 同时进行了调整。我们展示了相应的

同伦HSODM通过一种 ‘‘非内点法’’的路径跟随技术表现出全局线性收敛率。注意，我们称其为同伦

(homotopy) HSODM,因其求解路径类似于内点法等同伦算法，但该算法不能归类为内点法；故我们

称之使用了 ‘‘非内点法’’的路径跟随技术。对于这种变体，值得一提的是，无需任何辅助过程来定位

δ𝑘；相比上述方法，每次迭代最多只需 2个 GHM。

这里我们对本章的符号做一些调整。记 ‖ · ‖ 为 ℝ𝑛 空间中的标准欧几里得范数。对于矩阵

𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛，‖𝐴‖表示其诱导的 ℓ2 范数。记 𝐴★ 为矩阵 𝐴的伪逆。令 𝑃𝒳 为投影到空间的正交投影算

子，其中 𝒳 ⊆ ℝ𝑛。我们使用 mod 表示二进制模运算。我们说向量 𝑦 与子空间 𝒮 正交，即 𝑦 ⊥ 𝒮，

如果对于任意非零向量 𝑢 ∈ 𝒮，都有 𝑢𝑇 𝑦 = 0。

同时我们为 Hessian 阵 𝐻𝑘 的特征值引入以下符号。在算法迭代点 𝑥𝑘 处，我们假定 𝐻𝑘

有 𝑟 个 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛) 不同的特征值 {λ1(𝐻𝑘), . . . , λ𝑟 (𝐻𝑘)}，其中 λ1(𝐻𝑘) < . . . < λ𝑟 (𝐻𝑘)，且

𝒮1(𝐻𝑘), . . . ,𝒮𝑟 (𝐻𝑘) 是由相应特征向量生成的子空间。我们有时将 λmin 和 λmax 作为 λ1 和 λ𝑟 的同

义词。我们将 𝐻𝑘 的条件数记为 κ(𝐻𝑘) = λ𝑟 (𝐻𝑘 )
λ1 (𝐻𝑘 )。由于对特征值的讨论主要限于迭代点 𝑥𝑘，我们有

时会为了简便省略索引 𝑘。

第二节 齐次二阶下降框架

我们首先给出 (4-2)的最优性条件。我们省略证明，因为它遵循于标准信赖域子问题的全局最优

性条件。

引理 4.1:最优性条件

[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]是子问题 (4-2)的最优解，当且仅当存在一个对偶变量 θ𝑘 ≥ 0，使得
𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 ϕ𝑘

ϕ𝑇𝑘 δ𝑘 + θ𝑘

 � 0, (4-3)


𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 ϕ𝑘

ϕ𝑇𝑘 δ𝑘 + θ𝑘



𝑣𝑘

𝑡𝑘

 = 0, (4-4)

θ𝑘 · (‖ [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]‖ − 1) = 0. (4-5)

GHM中的最优解在若干方面与 OHM略有不同。由于引入了 δ𝑘 的适应性，[𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]可能不会达

到单位球的边界，因此根据 (4-5)，θ𝑘 = 0。这在凸函数和某些 δ𝑘 � 0的情况下是可能的。为了坚持

使用特征值过程，我们应防止 δ𝑘 过大，特别是在迭代点接近局部最小值时。

另一个棘手的情况是当 𝑡𝑘 = 0 时，无法规范化一个方向。这个困境对应于信赖域子问题的难解
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情况 (Hard Case) [118,146]。然而，在 OHM 中，这个问题可以通过使用固定半径策略或在 |𝑡𝑘 | < ν 时

引入截断 ν 来更新 𝑑𝑘，从而轻松解决。因此，原始 HSODM不需要额外的操作，而 GHM需要一些

非平凡的分析，如 第 5.2.3节 中所示。

接下来，我们在 算法 4-1中展示了齐次二阶下降框架 (HSODF)，该框架使用 GHM (4-2)作为子

程序。

算法 4-1:齐次二阶下降框架 (HSODF)

1 给定初始点 𝑥1，控制参数 δ1，最大迭代次数 𝐾max;

2 forall 𝑘 = 1, . . . , 𝐾max do

3 forall 𝑗 = 1, . . . ,𝒯𝑘 do

4 构建一个 GHM：𝐹𝑘, 𝑗 =


𝐻𝑘 ϕ𝑘, 𝑗 (𝑥𝑘, 𝑗)

ϕ𝑘, 𝑗 (𝑥𝑘, 𝑗)𝑇 δ𝑘, 𝑗

 ;
5 获取 [𝑣𝑘, 𝑗 ; 𝑡𝑘, 𝑗] = arg min

‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1
ψ𝑘, 𝑗 (𝑣, 𝑡; 𝐹𝑘, 𝑗) (参见 (4-2)) ;

6 设置 𝑑𝑘, 𝑗 := 𝑣𝑘, 𝑗/𝑡𝑘, 𝑗 ;
7 if 𝑑𝑘, 𝑗 满足 (内部)终止条件 then

8 设置 𝑑𝑘 := 𝑑𝑘, 𝑗 ;跳出;

9 调整 δ𝑘, 𝑗 和 ϕ𝑘, 𝑗。

10 更新 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 ;
11 if 𝑥𝑘+1满足 (外部)终止条件 then

Output: 𝑥𝑘

请注意，HSODF 中的适应性策略排除了算法参数中 Lipschitz 常数的需求。与原始 HSODM 不

同，那里 δ𝑘 ≡ δ < 0 是固定的，且 ϕ𝑘 = 𝑔𝑘，每次迭代 𝑘 都涉及一个由 𝑗 标记的内部循环，以搜索

合适的 δ𝑘, 𝑗 或 ϕ𝑘, 𝑗，当 𝑑𝑘, 𝑗 满足某些条件时终止 (参见 行 6) 。通过适当设计这些条件，在类似迭

代复杂度下，可以恢复到一些现存的的二阶方法。通常，对于每个 𝑘，内部迭代的规模 𝒯𝑘 大约为

𝑂 (log(1/ϵ))；但在同伦 HSODM中，对于 自协 Lipschitz函数只需要 2个 GHM.

4.2.1 HSODF的动机

广义齐次模型及下降框架主要受一些具有强稀疏性和低秩结构的高维数据问题的启发。具体

来说，我们的计算发现表明，解决 GHM 可能需要比牛顿方程更少的 Krylov 迭代次数，特别是当

Hessian 𝐻𝑘 是退化的情况下。这些发现部分归因于特征值问题和 Krylov子空间方法的线性方程的条

件数差异。基于此，我们进一步比较了 HSODF和牛顿型方法在每次迭代成本上的差异。
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4.2.1.1 HSODF与牛顿型方法的计算成本比较

首先，我们比较牛顿型方程、和相应的齐次模型利用迭代方法的计算成本。特别地，我们考虑

Hessian 𝐻𝑘 是正定但病态的情况。假定在某次迭代 𝑥𝑘 ∈ ℝ𝑛 中，求解以下扰动牛顿型方程，

(𝐻𝑘 + ϵN𝐼)𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 . (4-6)

在不失一般性的情况下，我们假定 ϵN ∈ (0, 1)。当 𝑛很大时，计算依赖于迭代方法，如共轭梯度方

法 (CG), 广义最小残差方法 (GMRES), 和重启的广义最小残差方法 (rGMRES) [71]。假定在这种情况下

HSODM使用具有 δ𝑘 = −ϵL 的 GHM，

𝐹𝑘 :=

𝐻𝑘 𝑔𝑘

𝑔𝑇𝑘 −ϵL

 , (4-7)

其核心工具是对称特征值问题的方法，如 Lanczos方法 (Lanczos) [149]。众所周知，求解线性系统的

复杂度取决于扰动矩阵 𝐻𝑘 + ϵN𝐼 的条件数。共轭梯度方法所需的迭代次数通常为

𝑂 (
√
κ(𝐻𝑘 + ϵN𝐼) log(1/ε)) 其中 κ(·) = λmax(𝐻𝑘) + ϵN

λ1(𝐻𝑘) + ϵN
, (4-8)

其中 κ(·) 通常被称为条件数。相比之下，对于寻找最小特征值及其对应的特征向量，Lanczos 方

法 [103] 的迭代复杂度界限为 (另见 定理 4.18)

𝑂
(√
κL(𝐹𝑘) log (1/ε)

)
其中 κL(𝐹𝑘) :=

λmax(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘)
λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘)

(4-9)

以上结果表示我们会以高概率接受某个最小特征值的估计 ξ, 使得 ξ − λ1(𝐹𝑘) ≤ ε. 以下结果表明，

κL(𝐹𝑘)总是有界的，这与当 ϵN 逼近 0时，κ(𝐻𝑘 + ϵN𝐼)无界的情况形成对比。此外，在退化情况下，

κL(𝐹𝑘)可以远小于 κ(𝐻𝑘 + ϵN𝐼)。

定理 4.2

对于 (4-7)中的聚合矩阵 𝐹𝑘，假定𝑈𝐻 := λmax(𝐻𝑘) � ϵN，则有

(𝑎) 对于任意 ϵL > 0，κL 总是有限的，具体而言，

κL(𝐹𝑘) ≤
2(λmax(𝐻𝑘) − ϵL − λ1(𝐹𝑘))

−𝑈𝐻 + ϵL +
√
(𝑈𝐻 + ϵL)2 + ‖𝑔𝑘 ‖2/𝑛

< ∞. (4-10)

(𝑏) 此外，假定 λ1(𝐻𝑘) = 0，则

κL(𝐹𝑘)
κ(𝐻𝑘 + ϵN𝐼)

≤ 𝑂 ©­« ϵN
‖𝑔𝑘 ‖2
𝑈𝐻+ϵL + ϵL

ª®¬ . (4-11)

为了简洁起见，我们将上述定理的证明推迟到 第 4.A.3 节。定理第二部分中的比率分别比较了

解牛顿型方程和 GHM 时的两个条件数。比率的较小值意味着 GHM 的条件数相对于牛顿型方程更

好。这个比率表明，由于 ‖𝑔𝑘 ‖的隐式缩放，κL 通常比牛顿型方程的条件数更好且更稳健。例如，令
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ϵN = ϵL → 0，则分子趋近于 0，而分母保持常数阶，表明在这种情况下 κL 要小得多。相反的极端情

况表明，这两个条件数变得接近；如果 ‖𝑔𝑘 ‖ → 0，情况也是如此。此外，这一分析呼应了梯度正

则化步骤，其中扰动被设定为 ϵN = ‖𝑔𝑘 ‖1/2 [49,115]。在数值上，以上事实在 图 4.2.1中得到了可视化，

其中估计的 κL 来自 引理 4.19。请注意，当 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1 时，估计是紧的。
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(b) 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1
图 4.2.1 κ(𝐻𝑘 + ϵN𝐼)和 κL(𝐹𝑘)在退化情况下的比较。

4.2.1.2 每次迭代成本的进一步数值分析

受上述分析的启发，我们进行了实验，比较了使用迭代方法的 Krylov 迭代次数。我们使用 CG、

GMRES、rGMRES 分别表示它们在 (4-6) 上的对应结果。我们在 (4-7) 中使用 Lanczos 方法。对于求解

线性方程 (4-6)，我们将残差设定为 10−5，并且在 (4-7)中的 Lanczos方法在固定容忍度 10−7 下终止。

Hilbert 矩阵生成的例子 考虑 Hilbert 矩阵 [83] 作为已知病态的 𝐻。维度为 𝑛的 Hilbert 矩阵具有以

下解析形式：

𝐻𝑖 𝑗 =
1

𝑖 + 𝑗 − 1 , 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 ≤ 𝑛.

已知条件数 κ(𝐻) 以 𝑂 ((1 +
√
2)4𝑛/√𝑛) 增长。在不同的 ϵN ∈ {10−3, 10−5, 10−7, 10−8}下，我们比较

了四种提到的算法 (ϵL = ϵN) 。我们设定 𝑛 = 300，并随机生成具有大范数和小范数的 𝑔𝑘，然后在

图 4.2.2中收集 Krylov迭代次数的平均值。

结果基本上表明，当 ‖𝑔𝑘 ‖较大时 (见 图 4.2.2a)，对于 GHM (通过 Lanczos)，Krylov迭代次数

在不同的 ϵL 下几乎保持不变，而 CG、GMRES 和 rGMRES 的迭代次数可能随条件数的增加而增长。这
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与我们的理论分析一致，即解决 GHM的复杂度较少受 Hessian矩阵条件数的影响。对于 ‖𝑔𝑘 ‖非常

小的情况 (见 图 4.2.2b)，求解牛顿方程和 GHM之间没有太大差异。我们还注意到，对于 GHM，选

择较小的 ϵL 而不会导致条件数恶化是相当安全的。这一特性在实践中很有利，因为通常我们会自适

应地为牛顿方法设置正则化参数。
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(a) ‖𝑔𝑘 ‖ = 5.17 × 10−1
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(b) ‖𝑔𝑘 ‖ = 5.17 × 10−7

图 4.2.2 计算扰动Hilbert矩阵和 GHM的牛顿型方向的结果。蓝色到绿色的条形图表示

Krylov迭代次数。图例中显示的数字对应于不同的正则化 ϵN。
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LIBSVM实例 接下来，考虑源自实际最小二乘问题的牛顿型系统：

min
β

1
2𝑁

𝑁∑
𝑖=1
‖𝑥𝑇𝑖 β − 𝑦𝑖 ‖2 +

γ

2
‖β‖2. (4-12)

其中，𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛, γ > 0, β ∈ ℝ𝑛，𝑁 表示数据点的数量。易见，在某个 β 处，牛顿系统具有以下形式：(
1
𝑁
𝑋𝑇𝑋 + γ · 𝐼

)
Δβ = − 1

𝑁
𝑋𝑇 (𝑋β − 𝑦). (4-13)

在该情况下，ϵN = γ 作为扰动参数；我们在 LIBSVM 库注 1的一组问题上测试该系统，其中

γ ∈ {10−3, 10−4, 10−5, 10−6}。类似地，我们跟踪 Krylov 迭代次数，以找到满足相应残差的迭代点。

我们从均匀分布中随机生成五个 β 样本，并生成相应的牛顿方程和 GHM。通过计算所需 Krylov 迭

代次数的平均值，Lanczos、CG、GMRES 以及 rGMRES 的结果展示在 表 4.2.1中。当存在退化现象时，

GHM表现更优，例如在 rcv1 和 news20 实例中。在这些情况下，Lanczos方法的表现最佳，并且当

γ 变小时不会恶化。

4.2.2 原始-对偶解的刻画

在通用二阶方法框架下 (算法 4-1)，将 GHM作为子问题使用，引发了进一步的兴趣。为了分析

所提出的算法，我们对子问题 (4-2)在控制参数 δ𝑘 和 ϕ𝑘 方面的原始-对偶解进行全面刻画。请注意，

这些分析中的许多内容是专门针对 GHM 开发的，而 OHM 并不需要这些分析。我们将本小节的证

明推迟到 第 4.B节。

4.2.2.1 基本结果

现在，我们考虑 θ𝑘 = 0的情况，此时与特征值问题的等价性不再成立。

引理 4.3:负曲率的存在性

在 (4-2)中，θ𝑘 = 0当且仅当 𝐹𝑘 � 0。

GHM 和 HSODF 的成功依赖于 𝐹𝑘 为不定矩阵。直观上，控制变量 δ𝑘 不能太大，否则 (4-2) 的

最优解将落入单位球的内部。我们在 引理 4.17 中给出了全面的刻画。需要注意的是，仅当 𝐻𝑘 � 0
时，才可能出现 𝐹𝑘 � 0，因此当 Hessian是半正定时，我们提供了一种特殊描述。

引理 4.4:凸情况的充分性

在齐次模型 (3-8)中，假定 𝐻𝑘 � 0，则只要 δ𝑘 < δ
cvx
𝑘 := ϕ𝑇𝑘𝐻

★
𝑘ϕ𝑘，就有 λ1(𝐹𝑘) < 0。

下一个引理描述了 θ𝑘 的上界。
注 1https://www.csie.ntu.edu.tw/˜cjlin/libsvmtools/datasets/
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表 4.2.1 线性最小二乘问题中计算一个牛顿型方向或 GHM的数据集详情及 Krylov迭代

次数的平均值。

Details
Method

γ

name 𝑛 𝑁 10−3 10−4 10−5 10−6

a4a 122 4781

GMRES 18.6 29.2 31.6 32.2

rGMRES 18.6 29.2 31.6 32.2

CG 20.8 46.8 77.2 80.6

Lanczos 6.0 6.0 6.0 6.0

a9a 123 32561

GMRES 18.6 29.2 29.4 31.4

rGMRES 18.6 29.2 29.4 31.4

CG 20.6 44.6 73.2 70.2

Lanczos 6.0 6.0 6.0 6.0

w4a 300 6760

GMRES 19.2 32.0 39.0 42.8

rGMRES 19.2 32.0 39.0 42.8

CG 20.6 45.0 81.0 93.6

Lanczos 6.0 6.0 6.0 6.0

rcv1 47236 20242

GMRES 14.0 28.0 52.0 87.8

rGMRES 14.0 28.0 52.0 103.8

CG 13.0 33.2 84.4 199.0

Lanczos 5.0 5.0 5.0 5.0

covtype 54 581012

GMRES 8.0 9.6 9.6 9.6

rGMRES 8.0 9.6 9.6 9.6

CG 7.0 11.6 14.0 14.0

Lanczos 6.0 6.0 6.0 6.0

news20 1355191 19996

GMRES 11.0 20.0 35.0 60.0

rGMRES 11.0 20.0 75.0 71.2

CG 11.0 27.0 74.2 124.0

Lanczos 5.0 5.0 5.0 5.0

引理 4.5: θ𝑘 的上界

在 GHM中，有：

θ𝑘 ≤ max{−δ𝑘 ,−λ1(𝐻𝑘), 0} + ‖ϕ𝑘 (𝑥)‖. (4-14)

接下来，我们讨论 𝑡𝑘 = 0的情况。回顾以下关于 𝐹𝑘 的谱的引理，当 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)时成立。
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引理 4.6: Rojas et al. [146]的引理 3.1, 3.2

对于任意 𝑞 ∈ 𝒮 𝑗 (𝐻𝑘), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟，定义

𝑝 𝑗 = −
(
𝐻𝑘 − λ 𝑗 (𝐻𝑘)𝐼

)★
ϕ𝑘 , α̃ 𝑗 = λ 𝑗 (𝐻𝑘) − ϕ𝑇𝑘 𝑝 𝑗 ,

则：

(𝑎) 当且仅当 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮 𝑗 (𝐻𝑘)时，
(
λ 𝑗 (𝐻𝑘), [0; 𝑞]

)
是 𝐹𝑘 的一个特征对。

(𝑏) 当且仅当 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮 𝑗 (𝐻𝑘)且 δ𝑘 = α̃ 𝑗 时，
(
λ 𝑗 (𝐻𝑘), [1; 𝑝 𝑗]

)
是 𝐹𝑘 的一个特征对。

上述结果基本上表明，如果 ϕ𝑘 正交于特征空间，则 𝐻𝑘 的特征向量可用于构造 𝐹𝑘 的特征向量。

𝐹𝑘 的第 𝑗 个特征空间的维度取决于 δ𝑘 是否与上述定义的临界值 α̃ 𝑗 一致。如果 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，则该

结果仅表明 λ1(𝐻𝑘)是 𝐹𝑘 的一个特征值，但不一定是最小的特征值。仅在某些特殊的 δ𝑘 取值下，才

有 λ1(𝐻𝑘) = λ1(𝐹𝑘)。

我们现在给出使得 𝑡𝑘 为零的必要条件。

推论 4.7:使 𝑡𝑘 = 0的必要条件

在 (4-2)中，假定 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，如果 𝑡𝑘 = 0，则 δ𝑘 ≥ α̃1。更具体地：

(𝑎) 如果 δ𝑘 < α̃1，则 λ1(𝐹𝑘) < λ1(𝐻𝑘)且 𝑡𝑘 ≠ 0；

(𝑏) 如果 δ𝑘 = α̃1，则 λ1(𝐹𝑘) = λ1(𝐻𝑘)，且 [0; 𝑞], [1; 𝑝1] 是与 λ1(𝐹𝑘) 相关的特征向量，其

中 𝑞 ∈ 𝒮1，𝑝1 由 引理 4.6定义，这进一步意味着 𝑡𝑘 ∈ [0, 1]；

(𝑐) 如果 δ𝑘 > α̃1，则 λ1(𝐹𝑘) = λ1(𝐻𝑘)且 𝑡𝑘 = 0。

该推论的证明由其前两个引理直接推得。然而，需要注意的是，逆命题并不成立。确切地说，

如果 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)且 δ𝑘 = α̃1，那么确实有 λ1(𝐹𝑘) = λ1(𝐻𝑘)。然而，𝑡𝑘 可能不为零，因为其特征向

量可以是 [0; 𝑞] 和 [1; 𝑝1] 的线性组合，其中 𝑞 ∈ 𝒮1(𝐻𝑘)。充分性仅在 δ𝑘 > α̃1 时成立。实际上，虽

然 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，但 𝑡𝑘 ≠ 0并不是一个不希望出现的情况。在算法设计中，每当 𝑡𝑘 = 0时，δ𝑘 都不

应被增加，这一策略正是由必要条件所引导的。

作为一个附加结果，下面的引理刻画了 α̃1 的量级。

引理 4.8: α̃1的排序

定义 𝑝1, α̃1 类似于 引理 4.6，则对于我们关注的最小特征值，满足 λ1(𝐻𝑘) ≤ α̃1。
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4.2.2.2 辅助函数的连续性

为了便于讨论，我们将对偶变量 θ𝑘、步长的范数 ‖𝑑𝑘 ‖ 以及比率 θ𝑘 (δ𝑘)/‖𝑑𝑘 ‖ 视作 δ𝑘 的函数，

这些被称为辅助函数。接下来，我们讨论这些函数的连续性和可微性。

定义 4.9: δ𝑘 的辅助函数

在每次迭代 𝑥𝑘 处，考虑GHM及其对应的 δ𝑘，令 𝑣𝑘 , 𝑡𝑘 为相应解。设 Δ𝑘 < +∞为步长的上界。

Δ𝑘 : ℝ ↦→ ℝ+, Δ𝑘 (δ𝑘) :=

‖𝑣𝑘/𝑡𝑘 ‖2 if δ𝑘 < α̃1

Δ𝑘 o.w.

ω𝑘 : ℝ ↦→ ℝ+, ω𝑘 (δ𝑘) := θ2𝑘

ℎ𝑘 : ℝ ↦→ ℝ+, ℎ𝑘 (δ𝑘) :=
ω𝑘 (δ𝑘)
Δ𝑘 (δ𝑘)

在后续讨论中，我们将简写 Δ𝑘 = Δ𝑘 (δ𝑘),ω𝑘 = ω(δ𝑘), ℎ𝑘 = ℎ𝑘 (δ𝑘)。默认这些带有下标 𝑘 的值

对应当前迭代点 𝑥𝑘。需要回顾的是，如果 δ𝑘 = α̃1 (参见 推论 4.7) ，则 𝑡𝑘 ∈ [0, 1] 是集值的。因此，

此时 𝑣𝑘/𝑡𝑘 并不严格定义。然而，这种情况仅在 δ𝑘 = α̃1 时发生，因此我们无需担心这一问题，因为

对 𝐹𝑘 进行任何扰动都将消除该集值情况。

在 图 4.2.3 中，我们给出了 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘) 近似成立时的凸和非凸示例。根据该示例，我们有如

下观察。首先，在凸和非凸情况下，当 δ𝑘 ↗ α̃1 (如 引理 4.6定义)，𝑡𝑘 可以从接近 1的值跳变为 0。

此外，Δ𝑘 在两种情况下均是递增的，并由于 𝑡𝑘 也出现明显的跳变。相比之下，θ𝑘 (以及 ω𝑘)在整个

δ𝑘 ∈ ℝ 上是连续的。实际上，θ𝑘 的可微性与 𝑡𝑘 = 0直接相关。我们形式化地总结如下结论。

引理 4.10: θ𝑘 ,ω𝑘 的连续性

对于 ϕ𝑘 ≠ 0，我们有：θ𝑘 ,ω𝑘 是递减凸且在所有 δ𝑘 ∈ ℝ 上连续。此外，在 𝑡𝑘 ≠ 0 时，θ𝑘 可

微，满足

dδ𝑘θ𝑘 = −
1

Δ𝑘 + 1
(4-15)

现在我们转向 Δ𝑘 的连续性。

引理 4.11: Δ𝑘 的连续性

对于每次迭代 𝑥𝑘，将 Δ𝑘 视作 δ𝑘 的函数 (见 定义 4.9) 。则 Δ𝑘 在 δ𝑘 上连续当且仅当 𝑡𝑘 ≠ 0，

即：

(𝑎) 若 ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，则 Δ𝑘 在所有 δ𝑘 ∈ ℝ 上连续。
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(b)非凸情况

图 4.2.3 当 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)时的“扰动”情形示意图，其中 ϕ𝑘 = 𝑔𝑘 + ε · 𝑢1, 𝑢1 ∈ 𝒮1(𝐻𝑘)以提

供更清晰的展示。图中标注了拐点 δcvx𝑘 和 α̃1。

(𝑏) 若 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，则 Δ𝑘 在 δ𝑘 = α̃1 处不连续。

其证明与 引理 4.10类似，故省略。根据 ℎ𝑘 的定义可知，其连续性也依赖于 Δ𝑘 的连续性。一旦

ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，我们可以证明 ℎ𝑘 可微且单调递减。

引理 4.12:可微性与单调性

若 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，则 ℎ𝑘 (δ)在 α̃1 处不连续；否则，ℎ𝑘 (δ)连续。此外，ℎ𝑘 (δ)在 δ 上可微且单

调递减。

现在我们给出困难情况 (hard case)的定义。

定义 4.13: HSODF的困难情况

若在迭代 𝑘 处，ℎ𝑘 (δ)在 α̃1 处不连续，则称该迭代处于困难情况。

在HSODF中，困难情况仅在 𝑥𝑘 处 𝑓 为非凸时才有影响。如 图 4.2.3所示，若 𝑓 在 𝑥𝑘 附近是凸

的，则函数 ℎ𝑘 (δ)在 α̃1 处可能不连续，但 α̃1 大于拐点 δcvx𝑘 ，此时 θ𝑘 = 0。这不会影响我们的算法：

若聚合矩阵 𝐹𝑘 具有正的最小特征对，我们可以减小 δ𝑘，此时困难情况无关紧要。

相反，若 𝑓 在局部是非凸的，则 𝑡𝑘 = 0 确实会阻碍计算。我们可以对 ϕ𝑘 施加微小扰动以避开
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困难情况。

4.2.3 在二阶算法中使用 GHM

我们现在简要讨论如何使用 GHM 来恢复一些标准的二阶方法。例如，我们展示了如何通过二

分法使用 𝑂 (log(ϵ−1)) 个 GHM 来求解信赖域子问题。此外，我们还可以提供梯度正则化牛顿步的

替代方案 [50,51,115]，其中内层循环中的搜索过程可以通过牛顿法 (而非二分法) 在 𝑂 (log log(ϵ−1)) 个
GHM内完成。

4.2.3.1 利用 GHM恢复信赖域方法

考虑用于非凸优化的信赖域方法，其涉及求解以下信赖域子问题 (TRS)，其中 Δ > 0：

min
‖𝑑 ‖≤Δ

𝑚𝑘 (𝑑) := 𝑓 (𝑥𝑘) + 𝑔𝑇𝑘 𝑑 +
1
2
𝑑𝑇𝐻𝑘𝑑. (4-16)

我们可以通过将 ϕ𝑘 设为 𝑔𝑘 来利用 GHM：

𝐹𝑘 = [𝐻𝑘 , 𝑔𝑘 ; 𝑔𝑇𝑘 , δ𝑘] .

显然，对于任意 𝑣 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ≠ 0,，有：

𝑚𝑘 (𝑣/𝑡) − 𝑓 (𝑥𝑘) +
1
2
δ𝑘 =

1
2𝑡2

ψ𝑘 (𝑣, 𝑡; 𝐹𝑘).

这导致 HSODF采用以下更新方式：

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝑑𝑘 , 𝑑𝑘 := 𝑣𝑘/𝑡𝑘 .

使用 算法 4-1，我们能够恢复信赖域方法，其中HSODF的外层迭代 𝑘 遵循相同的 Δ更新规则，并在

内层迭代 𝑗 中重复求解 GHM 以获得信赖域子问题 (TRS) 的相同解。基本思想是搜索合适的 δ𝑘，使

得在每次外层迭代 𝑘 时满足 ‖𝑑𝑘 ‖ = Δ。随后，GHM关联的对偶变量 θ𝑘 扮演与信赖域子问题中的对

偶变量相同的角色。我们给出以下结果，以描述内层迭代次数𝒯𝑘 的上界。

定理 4.14:利用 GHM恢复信赖域方法

在每次迭代 𝑘，对于任意半径 Δ，通过适当选择 δ𝑘，解 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] 也能解信赖域子问题。此外，

搜索所需 δ𝑘 的内迭代𝒯𝑘 通过二分法最多需要𝑂 (log(ϵ−1))步。

该定理的证明见 第 4.C.1节。利用参数本征值问题求解 TRS的方法已在 [4,146] 中探讨。然而，这

些方法仅限于求解子问题 (4-16)，而未涉及在迭代算法中改进解。为了实现最先进的收敛性，该方

法可以使用 [41,43] 中关于 Δ 的更新规则。
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利用 GHM 恢复梯度正则化方法 梯度正则化牛顿方法最近在 [50,115] 中用于凸优化，其步长定义如

下：

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − (𝐻𝑘 + γ𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖1/2)−1𝑔𝑘 , (4-17)

其中 γ𝑘 > 0。类似地，只要 𝑡𝑘 ≠ 0，则 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘 形成一个正则化牛顿方向。一个直接的方法是选

择合适的 δ𝑘 使得 θ𝑘 ≈ Θ(‖𝑔𝑘 ‖1/2)，从而建立等价性。我们总结如下定理：

定理 4.15:利用 GHM恢复正则化牛顿方法

对于任意 γ𝑘 > 0，通过适当选择 δ𝑘，解 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘] 生成与 (4-17) 相同的迭代。此外，寻找所需

δ𝑘 的内迭代𝒯𝑘 通过二分法最多需要𝑂 (log(ϵ−1))步，而使用牛顿法最多需要𝑂 (log log(ϵ−1))
步。

该定理的证明见 第 4.C.2节。我们不进一步探讨专门的变体，因为它们超出了本文的讨论范围。

广义而言，任何牛顿型步长，无论是正则化还是信赖域方法，都可以通过一系列 GHM方法恢复，前

表 4.2.2 利用齐次框架通过自适应 δ𝑘 , ϕ𝑘 来恢复或替代其他二阶方法。内循环复杂度𝒯𝑘

表示与外部迭代 𝑘 相关的内部迭代次数上界。

具体二阶方法 内循环复杂度 𝒯𝑘 详细讨论

信赖域方法 [41,43] 𝑂 (log(1/ϵ)) 见 [146] 及 定理 4.14

正则化牛顿方法 [50,115] 𝑂 (log log(1/ϵ)) 见 定理 4.15

自适应 HSODM 𝑂 (log(1/ϵ)) 见 第 5章

同伦 HSODM ≤ 2 见 第 6章

提是采用合理的策略来选择 δ𝑘 (以及可能的 ϕ𝑘) 。此外，内部迭代 𝒯𝑘 (定位 δ𝑘) 的复杂度依赖于特

定齐次子问题的原对偶解的计算。

在此背景下，我们讨论了在二阶 Lipschitz连续性下用于非凸优化的自适应HSODM方法。该方

法自然地扩展到凸优化，以补充原始HSODM，后者仅涉及带线搜索的非凸情形。在自适应HSODM

中，对偶变量 θ𝑘 仍可解释为正则化项 (见 第 5章 中的局部模型 (5-3))，并且内部迭代次数𝒯𝑘 典型

地满足𝑂 (log(1/ϵ))。

此外，我们在 第 6 章 中提出了一种新型同伦方法，该方法在某些结构化的非强凸优化中具有

𝑂 (log(ϵ−1)) 的迭代复杂度，并且每次迭代 𝑥𝑘 的内部迭代次数满足 𝒯𝑘 ≤ 2。为便于理解，我们在

表 4.2.2中总结了上述讨论。
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本章附录

第一节 第 4.2.1节 的主要证明

4.A.1 技术引理

我们引入几个技术引理。

引理 4.16:半正定矩阵的伪逆

若 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐴 � 0，则其伪逆满足 𝐴★ � 0。

Proof. 取 𝐴 的谱分解 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈𝑇，假设其有 𝑑 个严格正的特征值。则有 𝐴★ = 𝑈+𝐷−1+ 𝑈
𝑇
+，其中

𝐷+ ∈ ℝ𝑛×𝑑 ,𝑈+ ∈ ℝ𝑛×𝑑 分别为严格正的特征值及其对应特征向量。因此，𝐴★ � 0。 □

引理 4.17:严格负曲率

设 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝑏 ∈ ℝ𝑛，以及 𝑐 ∈ ℝ，定义聚合矩阵：

𝐵 =


𝐴 𝑏

𝑏𝑇 𝑐


若满足以下任意条件之一，则 λ1(𝐵) < 0：

(𝑎) 𝑐 ≤ 0或 λ1(𝐴) < 0。

(𝑏) λ1(𝐴) = 0且 𝑏 6⊥ 𝒮1，其中 𝒮1 是 λ1(𝐴)对应特征向量所张成的子空间。

Proof. 若 𝑐 < 0或 λ1(𝐴) < 0，结论显然成立。

现在考虑 𝑐 = 0的情况，对于任意满足 𝑣 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ≠ 0的向量 ξ = [η · 𝑣; 𝑡] ∈ ℝ𝑛+1，我们有：

𝑅𝐵 ( [η · 𝑣; 𝑡]) :=

η𝑣

𝑡


𝑇

𝐵


η𝑣

𝑡

 = η2 ·
(
𝑣𝑇𝐴𝑣

)
+ 2η ·

(
𝑏𝑇𝑣 · 𝑡

)
.

易见，存在 𝑣, 𝑡 使得 𝑏𝑇𝑣 · 𝑡 ≠ 0，因此存在 η 使得 𝑅𝐵 ( [η · 𝑣; 𝑡]) < 0，这意味着 ξ 对应一个负曲率方

向。

最后考虑 λ1(𝐴) = 0 且 𝑏 6⊥ 𝒮1 的情况。对于任意非零向量 𝑢 ∈ 𝒮1，有 𝑏𝑇𝑢 ≠ 0。类似地，对于
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向量 [𝑢; η𝑡]，其中 𝑡 ≠ 0，我们有：

𝑅𝐵 ( [𝑢; η𝑡]) :=

𝑢

η𝑡


𝑇

𝐵


𝑢

η𝑡

 =
(
𝑢𝑇𝐴𝑢

)
+ 2η ·

(
𝑏𝑇𝑢 · 𝑡

)
+ η2 · 𝑐𝑡2

= 2η ·
(
𝑏𝑇𝑢 · 𝑡

)
+ η2 · 𝑐𝑡2.

由于 𝑏𝑇𝑢 · 𝑡 ≠ 0，因此存在 η 使得 𝑅𝐵 ( [𝑢; η𝑡]) < 0，从而完成证明。 □

4.A.2 基本结果

定理 4.18:特征向量计算

对于聚合矩阵 𝐹𝑘，Lanczos方法需要

min

{
𝑂

(√
‖𝐹𝑘 ‖
ε

log
(
𝑛 + 1
δ

))
, 𝑂

(√
‖𝐹𝑘 ‖

λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘)
log

(
𝑛 + 1
ε · δ

))}
次迭代，以计算满足 |ξ − λ1(𝐹𝑘) | ≤ ε的估计 ξ，其概率为 1 − δ。

Proof. 记 λ𝑟+1 为最大特征值 (由于 𝐹𝑘 维数增加 1)。计算 𝐹𝑘 的最小特征值等价于计算 𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘 的

最大特征值，其中 𝐵𝑘 ≥ λ𝑟+1(𝐹𝑘)。根据 [103] Theorem 4.2 (𝑎)，第 𝑘 次 Lanczos 迭代产生的估计 −ξ
满足：

ℙ

{
|λ𝑟+1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) − (−ξ) |

(λ𝑟+1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) − λ1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘))
≥ ε̃

}
≤ 1.648

√
𝑛 + 1 exp{−

√
ε̃ · (2𝑘 − 1)}.

取右侧上界为 δ，设 ε̃ = ε/(λ𝑟+1(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘))，可得：

λ𝑟+1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) − λ1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) = λ𝑟+1(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘),

λ𝑟+1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) − (−ξ) = ξ − λ1(𝐹𝑘).

并且有 λ𝑟+1(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≤ 2‖𝐹𝑘 ‖。

根据 [103] Theorem 4.2 (𝑏)，还可以得到：

ℙ

{
|λ𝑟+1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) − (−ξ) |

(λ𝑟+1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) − λ1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘))
≥ ε̃

}
≤ 1.648

√
𝑛 + 1

(
1 −

√
(λ𝑟+1 − λ𝑟 )/(λ𝑟+1 − λ1)

1 +
√
(λ𝑟+1 − λ𝑟 )/(λ𝑟+1 − λ1)

) 𝑘−1
.

由此可得：

𝑘 ≥ 1 + log(1.648
√
𝑛 + 1/(δ

√
ε̃))/log

(
1 +

√
(λ𝑟+1 − λ𝑟 )/(λ𝑟+1 − λ1)

1 −
√
(λ𝑟+1 − λ𝑟 )/(λ𝑟+1 − λ1)

)
.

进一步观察 log(1 + 1/𝑡) ≥ 1
1/2+𝑡，以及

λ𝑟+1(𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) − λ𝑟 (𝐵𝑘 · 𝐼 − 𝐹𝑘) = λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘),
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从而得出第二个估计式。 □

括号内的第一个估计通常称为“无间隙”复杂度 (gap-free complexity) ，而第二个称为“依赖间隙”

复杂度 (gap-dependent complexity)。在非凸优化问题中，由于 Hessian 的谱沿实数轴分布，我们只

能依赖“无间隙”保证。在前一章节，已经严格证明了求解 GHM的“近似”解的复杂度与获得近似牛顿

方向的复杂度相匹配 [44,147].

引理 4.19: 𝐹𝑘 的估计

考虑聚合矩阵 𝐹𝑘，则有：

λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥ λ1(𝐻𝑘) +max
𝑗


−λ 𝑗 (𝐻𝑘) − δ𝑘 +

√
(λ 𝑗 (𝐻𝑘) − δ𝑘)2 + 4‖𝑃𝒮 𝑗 (𝑔𝑘)‖2

2


λ𝑟+1(𝐹𝑘) ≤ λ𝑟 (𝐻𝑘) + δ𝑘 − λ1(𝐹𝑘)

Proof. 根据 引理 4.1中的二阶条件 (4-3)，我们有：

𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼 −
𝑔𝑘𝑔

𝑇
𝑘

θ𝑘 + δ𝑘
� 0,

由 Schur补公式可得。投影到 𝒮 𝑗 (𝐻𝑘), 𝑗 = 1, ..., 𝑑 上，得到：

θ𝑘 + λ 𝑗 (𝐻𝑘) −
‖𝑃𝒮 𝑗 (𝑔𝑘)‖2

θ𝑘 + δ𝑘
≥ 0,∀ 𝑗

整理后可得：

θ2𝑘 + (λ 𝑗 (𝐻𝑘) + δ𝑘)θ𝑘 + λ 𝑗 (𝐻𝑘)δ𝑘 − ‖𝑃𝒮 𝑗 (𝑔𝑘)‖2 ≥ 0,

进而得到：

θ𝑘 ≥ max
𝑗


−(λ 𝑗 (𝐻𝑘) + δ𝑘) +

√
(λ 𝑗 (𝐻𝑘) − δ𝑘)2 + 4‖𝑃𝒮 𝑗 (𝑔𝑘)‖2

2

 .
由 Cauchy交错定理，可得：

λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) = λ2(𝐹𝑘) + θ𝑘 ≥ λ1(𝐻𝑘) + θ𝑘

≥ max
𝑗


2λ1(𝐻𝑘) − (λ 𝑗 (𝐻𝑘) + δ𝑘) +

√
(λ 𝑗 (𝐻𝑘) − δ𝑘)2 + 4‖𝑃𝒮 𝑗 (𝑔𝑘)‖2

2

 .
注意：

tr(𝐹𝑘) =
𝑟+1∑
𝑗=1

λ 𝑗 (𝐹𝑘) =
𝑟∑
𝑗=1

λ 𝑗 (𝐻𝑘) + δ𝑘 .
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由此可得：

λmax(𝐹𝑘) := λ𝑟+1(𝐹𝑘) =
𝑟∑
𝑗=2

(
λ 𝑗 (𝐻𝑘) − λ 𝑗 (𝐹𝑘)

)
+ λ1(𝐻𝑘) − λ1(𝐹𝑘) + δ𝑘

≤
𝑟∑
𝑗=2

(
λ 𝑗 (𝐻𝑘) − λ 𝑗−1(𝐻𝑘)

)
+ δ𝑘 + λ1(𝐻𝑘) − λ1(𝐹𝑘)

= λ𝑟 (𝐻𝑘) − λ1(𝐻𝑘) + δ𝑘 + λ1(𝐻𝑘) − λ1(𝐹𝑘)

= λ𝑟 (𝐻𝑘) + δ𝑘 − λ1(𝐹𝑘)

= λ𝑟 (𝐻𝑘) + δ𝑘 + θ𝑘 .

□

4.A.3 对 定理 4.2的证明

Proof. 对于部分 (𝑎)，我们参考 引理 4.19 并设 δ𝑘 = −ϵL。先注意到 ∀η ≤ 1/2√𝑛，存在 𝑗 ′ 使得

‖𝑃𝒮 𝑗′ (𝑔𝑘)‖2 ≥ η2‖𝑔𝑘 ‖2，否则：
𝑟∑
𝑗=1
‖𝑃𝒮 𝑗 (𝑔𝑘)‖2 <

𝑟∑
𝑗=1

η2‖𝑔𝑘 ‖2 ≤
‖𝑔𝑘 ‖2
4

,

这与 ⋃
𝑗 𝒮 𝑗 = ℝ𝑛 矛盾。因此，对于 ∀η ∈ [0, 1/2√𝑛]，有：

λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥ λ1(𝐻𝑘) +
−λ 𝑗′ (𝐻𝑘) + ϵL +

√
(λ 𝑗′ (𝐻𝑘) + ϵL)2 + 4η2‖𝑔𝑘 ‖2

2
(4-18a)

≥ λ1(𝐻𝑘) +
−𝑈𝐻 + ϵL +

√
(𝑈𝐻 + ϵL)2 + 4η2‖𝑔𝑘 ‖2

2
> 0. (4-18b)

由于一维函数

ℓ(𝑥) :=
−𝑥 + ϵL +

√
(𝑥 + ϵL)2 + 4η2‖𝑔𝑘 ‖2

2

在 𝑥 > 0上单调递减，且 λ 𝑗′ (𝐻𝑘) ≤ 𝑈𝐻，由定义可得：

κL(𝐹𝑘) ≤
2(λ𝑟 (𝐻𝑘) − ϵL − λ1(𝐹𝑘))

−𝑈𝐻 + ϵL +
√
(𝑈𝐻 + ϵL)2 + ‖𝑔𝑘 ‖2/𝑛

< ∞

其中 λ1(𝐹𝑘)有界。

对于部分 (𝑎)，我们观察到：
κL(𝐹𝑘)

κ(𝐻𝑘 + ϵN𝐼)
≤ 2 ‖𝐹𝑘 ‖
λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘)

· λ1(𝐻𝑘) + ϵN
λ𝑟 (𝐻𝑘) + ϵN

=
2 ‖𝐹𝑘 ‖
ϵN +𝑈𝐻

· (λ1(𝐻𝑘) + ϵN) ·
1

λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘)︸                ︷︷                ︸
‡

.

对于 ‡，我们有：

λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥ ϵL +
−(𝑈𝐻 + ϵL) +

√
(𝑈𝐻 + ϵL)2 + 4η2‖𝑔𝑘 ‖2
2
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= ϵL +
𝑈𝐻 + ϵL

2
· ©­«

√
1 +

(
2η‖𝑔𝑘 ‖
𝑈𝐻 + ϵL

)2
− 1ª®¬ .

令 Γ = 2η‖𝑔𝑘 ‖
𝑈𝐻+ϵL ，则：

λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) ≥ ϵL +
𝑈𝐻 + ϵL

2
·
(
Γ2

2
− Γ4

8
+𝑂 (Γ6)

)
.

由于 Γ = Θ (‖𝑔𝑘 ‖)且𝑈𝐻 + ϵL 可视为常数，可推出：

κL(𝐹𝑘)
κ(𝐻𝑘 + ϵN𝐼)

≤ 𝑂 ©­« ϵN
‖𝑔𝑘 ‖2
𝑈𝐻+ϵL + ϵL

ª®¬ .
证毕。

□

第二节 第 4.2.2节 的主要证明

下面的引理是 [146] 的 Lemma 3.3的一个略微重组版本。

引理 4.20

设 𝑝 𝑗 , α̃ 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟 的定义与 引理 4.6 相同，并假定 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮𝑖 (𝐻𝑘)，其中 𝑖 = 1, 2, . . . , ℓ，且

1 ≤ ℓ < 𝑟，则：

(𝑎) 若 δ𝑘 = α̃ 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ ℓ，则 λ 𝑗 (𝐹𝑘) = λ 𝑗 (𝐻𝑘), 𝑗 = 1, 2, . . . , ℓ；

(𝑏) 若 δ𝑘 < α̃1，则 λ1(𝐹𝑘) < λ1(𝐻𝑘)且 λ 𝑗 (𝐹𝑘) = λ 𝑗−1(𝐻𝑘), 𝑗 = 2, . . . , ℓ + 1；

(𝑐) 若 α̃𝑖−1 < δ𝑘 < α̃𝑖, 2 ≤ 𝑖 ≤ ℓ，则 λ 𝑗 (𝐹𝑘) = λ 𝑗 (𝐻𝑘) 对于 𝑗 = 1, . . . , 𝑖 − 1 成立，并且

λ 𝑗 (𝐹𝑘) = λ 𝑗−1(𝐻𝑘)对于 𝑗 = 𝑖 + 1, . . . , ℓ + 1成立；

(𝑑) 若 δ𝑘 > α̃ℓ，则 λ 𝑗 (𝐹𝑘) = λ 𝑗 (𝐻𝑘), 𝑗 = 1, 2, . . . , ℓ。

4.B.1 对 引理 4.5的证明

Proof. 回忆 θ𝑘 在 (4-2)中的定义，我们有：

−θ𝑘 = min
𝑣𝑇𝑣+𝑡2≤1

𝑣𝑇𝐻𝑘𝑣 + 2ϕ𝑇𝑘 𝑣 · 𝑡 + δ𝑘𝑡2

≥ min
𝑣𝑇𝑣+𝑡2≤1

𝑣𝑇𝐻𝑘𝑣 + δ𝑘𝑡2 + min
𝑣𝑇𝑣+𝑡2≤1

2ϕ𝑇𝑘 𝑣 · 𝑡. (4-19)

现在分别分析两个项，对于第一个项，有：

min
𝑣𝑇𝑣+𝑡2≤1

𝑣𝑇𝐻𝑘𝑣 + δ𝑘𝑡2 = min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1


𝑣

𝑡


𝑇 
𝐻𝑘 0

0𝑇 δ𝑘



𝑣

𝑡


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=


0 𝐻𝑘 � 0, δ𝑘 ≥ 0

λ1
©­­«

𝐻𝑘 0

0𝑇 δ𝑘


ª®®¬ 否则.

因此，我们得到：

min
𝑣𝑇𝑣+𝑡2≤1

𝑣𝑇𝐻𝑘𝑣 + δ𝑘𝑡2 = min{λ1, δ𝑘 , 0}. (4-20)

对于第二项，使用类似的分析方法，可以得出：

min
𝑣𝑇𝑣+𝑡2≤1

2ϕ𝑇𝑘 𝑣 · 𝑡 = λ1
©­«

0 ϕ𝑘

ϕ𝑇𝑘 0

ª®¬ = −‖ϕ𝑘 ‖. (4-21)

将 (4-20)和 (4-21)代入 (4-19)，即可完成证明。 □

4.B.2 对 引理 4.8的证明

Proof. 由于 𝐻𝑘 − λ1(𝐻𝑘)𝐼 � 0，根据 引理 4.16，有 (𝐻𝑘 − λ1(𝐻𝑘)𝐼)★ � 0，因此：

α̃1 − λ1(𝐻𝑘) = −ϕ𝑇𝑘 𝑝1 = ϕ𝑇𝑘 (𝐻𝑘 − λ1(𝐻𝑘)𝐼)
★ ϕ𝑘 ≥ 0.

证毕。 □

4.B.3 对 引理 4.10的证明

Proof. 我们分以下两种情况讨论。

情况 (1) ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)。在这种情况下，对于所有 δ𝑘，𝑡𝑘 ≠ 0。最优性条件 (4-4) 退化为类似

Newton方程的形式，因为 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘 是良定义的：

(𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼) 𝑑𝑘 = −ϕ𝑘 , − ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 = θ𝑘 + δ𝑘 .

根据二阶条件 (4-3)，可得： 
𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼 ϕ𝑘

ϕ𝑇𝑘 θ𝑘 + δ𝑘

 � 0,
这意味着 𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼 � 0，否则由 引理 4.17可知，始终存在负曲率。因此，逆矩阵是良定义的：

𝑑𝑘 = − (𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)−1 ϕ𝑘 , (4-22)

由此得到：

θ𝑘 + δ𝑘 = −𝑑𝑇𝑘 ϕ𝑘 = ϕ𝑇𝑘 (𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)
−1 ϕ𝑘 .

两边求导：

dθ𝑘 (θ𝑘 + δ𝑘) = dθ𝑘
(
ϕ𝑇𝑘 (𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)

−1 ϕ𝑘
)
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⇒ 1 + dθ𝑘δ𝑘 = −ϕ𝑇𝑘 (𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)
−2 ϕ𝑘

(4-22)
= −Δ𝑘

⇒ dδ𝑘θ𝑘 = −
1

Δ𝑘 + 1
.

因此，我们得到 (4-15)，这意味着 θ𝑘 在此情况下是连续且递减的。

关于 θ𝑘 的凸性，首先观察到 ‖𝑑𝑘 ‖随着 θ𝑘 的增加而递减，因为 ‖𝑑𝑘 ‖ = ‖ (𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)−1 ϕ𝑘 ‖。由

于 δ𝑘 ↗, θ𝑘 ↘，因此 ‖𝑑𝑘 ‖ ↗，进而意味着 dδ𝑘θ𝑘 ↗，由此得出 θ𝑘 在 𝑡𝑘 ≠ 0 时是凸的。根据 引

理 4.6，ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)时，𝑡𝑘 ≠ 0对所有 δ𝑘 ∈ ℝ 成立。综上，θ𝑘 是递减的、连续的、凸的且可微的。

由于 θ𝑘 ≥ 0，同样适用于 ω𝑘。

情况 (2) ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)。在此情况下，我们分三种子情况讨论：

(𝑖) λ1(𝐻) > 0。在此情况下，根据 Schur补公式，当 δ𝑘 > ϕ
𝑇
𝑘𝐻
−1
𝑘 ϕ𝑘 时，可得 λ1(𝐹𝑘) > 0，因此

θ𝑘 = 0。此外，注意到：

ϕ𝑇𝑘𝐻
−1
𝑘 ϕ𝑘 < α̃1 := ϕ

𝑇
𝑘 (𝐻𝑘 − λ1(𝐻𝑘)𝐼)

∗ ϕ𝑘 ,

这意味着在 δ𝑘 = α̃1 之前，θ𝑘 早已变为零。这表明，当 δ𝑘 ≤ ϕ𝑇𝑘𝐻−1𝑘 ϕ𝑘 时，𝑡𝑘 ≠ 0，进而由情

况 (1)可得 θ𝑘 是凸的和连续的。当 δ𝑘 > ϕ
𝑇
𝑘𝐻
−1
𝑘 ϕ𝑘 时，θ𝑘 = 0为常数。

(𝑖𝑖) λ1(𝐻) = 0。根据 引理 4.17，我们知道 𝐹𝑘 始终存在严格负曲率，这意味着 θ𝑘 = −λ1(𝐹𝑘)对所

有 δ𝑘 成立。首先，根据 推论 4.7，对于任何 δ𝑘 ≤ α̃1，始终存在 𝑡𝑘 ≠ 0。结合情况 (1)的结果，

我们得出 θ𝑘 在 δ𝑘 ≤ α̃1 时是凸的和连续的。此外，对于 δ𝑘 ≥ α̃1，有 θ𝑘 = −λ1(𝐹𝑘) = −λ1(𝐻𝑘)。
因此，−θ𝑘 对所有 δ𝑘 是凸的和连续的。

(𝑖𝑖𝑖) λ1(𝐻) < 0。这一情况与上一个类似，省略证明，结论是 θ𝑘 = −λ1(𝐹𝑘)对所有 δ𝑘 成立，θ𝑘 在

δ𝑘 ≤ α̃1 时是凸的和连续的，且当 δ𝑘 ≥ α̃1 时，θ𝑘 = −λ1(𝐹𝑘) = −λ1(𝐻𝑘)。

□

4.B.4 对 引理 4.12的证明

Proof. 对于 ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)的情况，若 δ𝑘 = α̃1，Δ𝑘 不连续，因此我们可得出 ℎ𝑘 也是不连续的。

若 ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，根据最优性条件 (4-3)和 引理 4.17，有：

𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼 � 0,

于是我们对 𝐻𝑘 进行谱分解，并记作：

𝐻𝑘 =
𝑟∑
𝑖=1

λ𝑖 (𝐻𝑘)𝑣𝑖𝑣𝑇𝑖 , β𝑖 = ϕ
𝑇
𝑘 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑑. (4-23)
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因此，我们可以将 ℎ𝑘 (δ)重写为：

ℎ𝑘 (δ) =
θ2𝑘
‖𝑑𝑘 ‖2

=
θ2𝑘

ϕ𝑇𝑘 (𝐻𝑘 + θ𝑘 𝐼)−2ϕ𝑘

=
θ2𝑘∑𝑛

𝑖=1
β2𝑖

(λ𝑖+θ𝑘 )2
, (4-24)

因此函数 ℎ𝑘 (δ) 可视为 ω𝑘 的复合函数。回忆 引理 4.10，ω𝑘 (δ) 是可微的，因此 ℎ𝑘 (δ) 也是可微的。

根据链式法则及 引理 4.10的结果，我们可以得出：

ℎ′𝑘 (δ) = dθℎ𝑘 (δ)dδθ

= −2θ‖𝑑‖
2 + θ2𝑑𝑇 (𝐻𝑘 + θ𝐼)−1𝑑

‖𝑑‖2
1

1 + ‖𝑑‖2

= −2θ‖𝑑‖
2 + θ2𝑑𝑇 (𝐻𝑘 + θ𝐼)−1𝑑
‖𝑑‖2(1 + ‖𝑑‖2) , (4-25)

这表明 ℎ𝑘 (δ)是单调递减的。 □

第三节 第 4.2.3节 的主要证明

4.C.1 对 定理 4.14的证明

Proof. 对于信赖域法，当 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)时，通常需要单独处理。为简洁起见，我们仅考虑 𝑔𝑘 6⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)
的情况。设 ( [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘], θ𝑘)为GHM子问题的原对偶解，由 推论 4.7可得对于所有 δ𝑘 ∈ ℝ，都有 𝑡𝑘 ≠ 0，

从而 Δ𝑘 (δ𝑘) = ‖𝑣𝑘/𝑡𝑘 ‖2 是连续的。因此，我们可以在 第 5.3 节 中采用类似的二分法找到合适的 δ𝑘

使得

Δ𝑘 (δ𝑘) = Δ2.

结合 (4-3)中的最优性条件，设 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘，可得

𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼 � 0,

(𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼)𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 ,

θ𝑘 (‖𝑑𝑘 ‖ − Δ) = 0,

这表明 (𝑑𝑘 , θ𝑘)是信赖域子问题 (4-16)的解。通过选择合适的 δ𝑘，我们始终可以利用 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]还原信

赖域子问题 (4-16)的解。由于我们已采用自适应 HSODM，这里仅简要讨论 δ𝑘 的区间搜索阶段。

由于 𝑔𝑘 6⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)，由 引理 4.11知 Δ𝑘 在 δ𝑘 上是连续的。因此，我们的关键目标是找到一个区

间 (δ𝑙𝑜𝑤 , δ𝑢𝑝)使得

Δ2 ∈
[
Δ𝑘 (δ𝑙𝑜𝑤),Δ𝑘 (δ𝑢𝑝)

]
.

我们主要分析 Δ < 1的情况，因为 Δ ≥ 1的情况类似。

首先，由 引理 5.20，可取 δ𝑢𝑝 = λ𝑟 (𝐻𝑘)，则 Δ2 ≤ Δ𝑘 (δ𝑢𝑝)。
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接下来，我们估计 δ𝑙𝑜𝑤。实际上，不失一般性，我们可以假设 λ1(𝐻𝑘) ≤ 0 并设 δ𝑙𝑜𝑤 =

λ1(𝐻𝑘) − ‖ϕ𝑘 ‖ 1−Δ
2

Δ2
。当 λ1(𝐻𝑘) > 0时，仅需做轻微调整。我们将在下文证明 Δ2 ≥ Δ𝑘 (δ𝑙𝑜𝑤)。

设 δ𝑘 = δ𝑙𝑜𝑤，类似于 引理 5.20，我们有

−θ𝑘 = 𝑣𝑇𝑘𝐻𝑘𝑣𝑘 + 2𝑡𝑘ϕ𝑇𝑘 𝑣𝑘 + δ𝑘𝑡2𝑘
≥ λ1(𝐻𝑘)‖𝑣𝑘 ‖2 + 2𝑡𝑘ϕ𝑇𝑘 𝑣𝑘 + δ𝑘𝑡2𝑘
= λ1(𝐻𝑘)‖𝑣𝑘 ‖2 − 2𝑡2𝑘 (θ𝑘 + δ𝑘) + δ𝑘𝑡2𝑘

= (δ𝑘 + ‖ϕ𝑘 ‖
1 − Δ2
Δ2
)‖𝑣𝑘 ‖2 − 2𝑡2𝑘 (θ𝑘 + δ𝑘) + δ𝑘𝑡2𝑘

= δ𝑘 − 2𝑡2𝑘 (θ𝑘 + δ𝑘) + ‖ϕ𝑘 ‖
1 − Δ2
Δ2
(1 − 𝑡2𝑘),

进而可得

(2𝑡2𝑘 − 1) (θ𝑘 + δ𝑘) ≥ ‖ϕ𝑘 ‖
1 − Δ2
Δ2
(1 − 𝑡2𝑘).

另外，由 引理 4.5可知

(2𝑡2𝑘 − 1)‖ϕ𝑘 ‖ ≥ ‖ϕ𝑘 ‖
1 − Δ2
Δ2
(1 − 𝑡2𝑘),

重新整理可得 Δ𝑙𝑜𝑤 ≤ Δ2，从而证明成立。

对于 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1(𝐻𝑘)的情况，我们参考 [146] 第 3 节中的不同处理方式，以应对信赖域子问题的困

难情况。 □

4.C.2 对 定理 4.15的证明

Proof. 为了通过 GHM还原正则化牛顿法，我们首先显式设定 ϕ𝑘 = 𝑔𝑘。由于正则化牛顿法适用于凸

目标函数，我们需要谨慎选择 δ𝑘 以确保 θ𝑘 (δ𝑘)严格为正值，这也意味着根据 引理 4.8 的排序结果，

𝑡𝑘 ≠ 0。由 引理 4.3，可得 θ𝑘 = 0当且仅当

𝐻𝑘 � 0, (𝐼 − 𝐻𝑘𝐻★𝑘 )𝑔𝑘 = 0, δ𝑘 ≥ δcvx𝑘 = 𝑔𝑇𝑘𝐻
★
𝑘 𝑔𝑘 ≥ 0.

因此，在每次迭代中，我们划分以下两种情况：

(𝑎) (𝐼 − 𝐻𝑘𝐻★𝑘 )𝑔𝑘 = 0。在此情况下，我们需要保持 δ𝑘 < δcvx𝑘 ，从而 𝐹𝑘 是不定的。另外，由于

𝑡𝑘 ≠ 0，我们有 θ𝑘 > −δ𝑘，这说明搜索合适的 δ𝑘 时应采用以下区间：

[−2γ𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖1/2, δcvx𝑘 ), ∀γ𝑘 > 0.

结合 θ𝑘 的连续性 (引理 4.10)，可知 ∀γ𝑘 > 0，∃δ𝑘 使得 θ𝑘 (δ𝑘) = γ𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖1/2。计算 δ𝑘 可采用多

种方法。首先，我们可以使用类似于 第 5.3 节 的可证明二分法，在 𝑂 (log(ϵ−1)) 时间内求解。
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其次，由于 𝑡𝑘 ≠ 0，ω𝑘 = θ2𝑘 具有已知导数 (参见 (4-15))，这意味着牛顿法 [164] 也是一种可行选

择，时间复杂度为𝑂 (log log(ϵ−1))。

采用上述任一方法，HSODM计算出的步长与正则化牛顿法完全一致：

𝑑𝑘 = − (𝐻𝑘 + θ𝑘 · 𝐼)−1 𝑔𝑘 = −
(
𝐻𝑘 + γ𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖1/2

)−1
𝑔𝑘

其中 θ𝑘 (δ𝑘) = γ𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖1/2。

(𝑏) (𝐼 − 𝐻𝑘𝐻★𝑘 )𝑔𝑘 ≠ 0。在此情况下，𝐹𝑘 始终是不定的，因此对于所有 δ𝑘，我们有 θ𝑘 > 0，即可能

需要 δ𝑘 →∞。然而，一个简单的修正方案即可解决问题。由于 𝐻𝑘 � 0，我们有：

𝐻𝑘 := 𝐻𝑘 +
1
2
γ𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖1/2 � 0.

由此，我们直接构造基于 𝐻𝑘 的 GHM，并找到 θ𝑘 (δ𝑘) = 1
2γ𝑘 ‖𝑔𝑘 ‖1/2。由于此时满足 (𝐼 −

𝐻𝑘𝐻𝑘
★)𝑔𝑘 = 0，则问题可回归至情况 (a)的讨论。

结合以上两种情况，证明完成。 □

为了实现正则化牛顿法的步长，并不需要在每次迭代时检查 (𝐼 − 𝐻𝑘𝐻★𝑘 )𝑔𝑘 = 0是否成立。完全

可以直接采用情况 (b)中的策略。然而，这一发现更具有理论意义。

此外，我们意识到 [50,51,115] 中存在其他技术，而不仅仅是选择合适的 γ𝑘。因此，如何设计高效

的方法来实现正则化牛顿法仍是一个值得研究的方向。
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第五章 自适应的齐次二阶法

第一节 方法概述

在本节中，我们考虑HSODF的一种特定实现，称为 “自适应HSODM”。我们的直觉来自于 [128]

的既定结果和最近的专著 [29]。我们目标不变，仍然是寻找近似二阶稳定点 (SOSP) (2-2)；与HSODM

类似，我们考虑一般二阶 Lipschitz连续的函数 (3-17). 这些定义我们不再复述。

我们进一步对 GHMs中每个迭代点 𝑥𝑘 处的函数 ϕ𝑘 (𝑥𝑘)做出以下假定。

假设 5.1

假设存在一个统一常数 ςϕ > 0。对于一个迭代点 𝑥𝑘 ∈ ℝ𝑛，如果 𝑡𝑘 ≠ 0，则

‖ϕ𝑘 (𝑥𝑘) − 𝑔𝑘 ‖ ≤ ςϕ‖𝑑𝑘 ‖2 (5-1)

其中 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘。

这一条件的目的是确保 ϕ𝑘 相对于方向 𝑑𝑘 的范数保持与梯度 𝑔𝑘 充分接近。值得注意的是，这

一假定并不具有约束性。例如，如果我们简单地选择 ϕ𝑘 = 𝑔𝑘，则 (5-1) 的左侧变为零，从而自动满

足条件。实际上，这种选择在大多数情况下可能已足够。现在我们准备在 算法 5-1 中介绍适用于二

阶 Lipschitz连续函数的自适应 HSODM.

自适应框架主要受到 [27,28] 的启发。我们在迭代 𝑘 期间采用了一个众所周知的比率测试，计算

比率 ρ𝑘 =
𝑓 (𝑥𝑘+𝑑𝑘 )− 𝑓 (𝑥𝑘 )
𝑚𝑘 (𝑑𝑘 )− 𝑓 (𝑥𝑘 ) ：如果比率 ρ𝑘 ≥ η2，我们称之为非常成功的迭代；如果 η1 ≤ ρ𝑘 ≤ η2，则

称为成功的迭代；否则称为不成功的迭代。根据比率测试，我们自适应地构建了一个期望区间 𝐼ℎ

用于
√
ℎ𝑘，该区间作为以下三次模型的正则化系数，

𝑚𝑘 (𝑑) := 𝑓 (𝑥𝑘) + ϕ𝑇𝑘 𝑑 +
1
2
𝑑𝑇𝐻𝑘𝑑 +

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑‖3 ,其中 ℎ𝑘 (δ𝑘) :=
θ2𝑘
‖𝑑𝑘 ‖2

. (5-3)

注意，我们使用 ϕ𝑘 来替代一阶近似。与之前一样，我们利用 GHM来求解 (5-3)。以下两种情况通过

𝑡𝑘 的值 (见 行 5)加以区分。

如果 𝑡𝑘 ≠ 0，则 ℎ𝑘 是连续且光滑的，因此 (5-2)的解 𝑑𝑘 最小化 (5-3)。为了将后验
√
ℎ𝑘 (δ𝑘) ∈ 𝐼ℎ，

我们依赖于基于内部循环的二分法来解决标记为 𝑗 的 GHMs。在定位
√
ℎ𝑘 ∈ [

√
ℓ,
√
ν]时允许存在一

个容差 σ，例如
√
ℎ𝑘 ∈ [

√
ℓ,
√
ν + σ]。我们将 σ 设置为自适应的：σ ≤ Ω(ℎ𝑘)，或者作为一个满足

σ < ℎmin 的常数。自适应HSODM的整体收敛性对 σ 的选择不敏感。如前所述，内部迭代次数由 第

4.2.2.2节 中的分析保证上界为𝑂 (log(ϵ−1))。
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如果 𝑡𝑘 = 0，则在 算法 5-2中对 ϕ𝑘 进行扰动。我们随后将展示这最终会产生一个成功的迭代点，

使得主算法 (算法 5-1)继续进行下一次迭代。为了使我们的表述流畅，我们暂时忽略“困难情况”和二

分法，详细内容将在稍后回顾。
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算法 5-1:自适应 HSODM

1 初始点 𝑥0 ∈ ℝ𝑛, δ0 ∈ ℝ, 𝐼ℎ = ℝ, ℎmin > 0,参数 0 < η1 < η2 < 1,

γ1 > 1, γ3 ≥ γ2 > 1, 0 < γ4 ≤ 1, σ > 0;

2 for 𝑘 = 0, 1, 2, . . . do

3 ϕ𝑘 = 𝑔𝑘 , δ𝑘,0 = δ𝑘−1

4 for 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝒯𝑘 do

5 获取子问题的解对 (θ𝑘, 𝑗 , [𝑣𝑘, 𝑗 ; 𝑡𝑘, 𝑗])

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1


𝑣

𝑡


𝑇 

𝐻𝑘 ϕ𝑘, 𝑗

(ϕ𝑘, 𝑗)𝑇 δ𝑘, 𝑗



𝑣

𝑡

 (5-2)

6 if 𝑡𝑘, 𝑗 = 0 then // 检查困难情况，见 第 5.2.3 节

7 转到 算法 5-2;

8 设置 𝑑𝑘, 𝑗 = 𝑣𝑘, 𝑗/𝑡𝑘, 𝑗 , ℎ𝑘 (δ𝑘, 𝑗) :=
(
θ𝑘, 𝑗/‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖

)2;
9 if

√
ℎ𝑘 (δ𝑘) ∈ 𝐼ℎ且在容差 σ内 then

10 设置 𝑑𝑘 := 𝑑𝑘, 𝑗 , δ𝑘 = δ𝑘, 𝑗 ;

11 中断

12 else // 搜索 δ𝑘, 𝑗，见 第 5.3 节

13 更新 δ𝑘, 𝑗

14 计算

ρ𝑘 :=
𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)
𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

;

15 if ρ𝑘 > η2 then // 非常成功的迭代

16 𝐼ℎ =
[
max

{√
ℎmin, γ4

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)

}
,
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)

]
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘

17 if η1 ≤ ρ𝑘 ≤ η2 then // 成功的迭代

18 𝐼ℎ =
[√
ℎ𝑘 (δ𝑘)/γ1, γ2

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)

]
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘

19 else // 不成功的迭代

20 𝐼ℎ =
[
γ2

√
ℎ𝑘 (δ𝑘), γ3

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)

]
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘
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第二节 收敛性分析

5.2.1 全局收敛

我们首先引入一些技术性引理，以帮助我们在接受迭代点时识别充分下降量。

为此，我们将 算法 5-1中子问题 (5-2)的最优性条件改写为关于函数 ℎ𝑘 (δ𝑘)的形式。

引理 5.2:子问题 (5-2)的最优性条件

假定当前迭代点 𝑥𝑘 未落入 定义 4.13 中定义的困难情况，则子问题 (5-2) 的最优原对偶解

( [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘],−θ𝑘)满足以下条件：

ϕ𝑘 + 𝐻𝑘𝑑𝑘 +
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖𝑑𝑘 = 0, (5-4a)

𝐻𝑘 +
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖𝐼 � 0, (5-4b)

其中 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘/𝑡𝑘。也就是说，若将 ℎ𝑘 (δ𝑘)视为常数，则 𝑑𝑘 是 (5-3)中定义的 𝑚𝑘 (𝑑)的最小化

解。

Proof. 这一结果可通过将 θ𝑘 替换为
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖代入最优性条件得出。 □

我们接下来给出模型下降量的估计。

引理 5.3:模型下降估计

假定 𝑥𝑘 未落入困难情况，则模型下降满足：

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) ≥
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3, (5-5)

其中 𝑚𝑘 (·)由 (5-3)定义。

Proof. 由以下推导可得：

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) = −ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 −
1
2
𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 −

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑𝑘 ‖3

=
1
2
𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

2
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑𝑘 ‖3

=
1
2
𝑑𝑇𝑘 (𝐻𝑘 +

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖)𝑑𝑘 +

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3

≥
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3. (5-6)

第二个等式由 (5-4a)得到，最后一个不等式由 (5-4b)得到。 □
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此外，如果当前迭代点 𝑥𝑘 被接受，则下一步的梯度范数可以得到上界估计。

引理 5.4:步长与梯度的关系

假定 𝑥𝑘 未落入困难情况，且 假设 5.24成立，则如果第 𝑘 次迭代是成功的，则步长 𝑑𝑘 与新点

𝑥𝑘+1 处的梯度之间满足以下关系：

‖𝑔𝑘+1‖ ≤
2
√
ℎ𝑘 (δ𝑘) + 𝑀 + 2ςϕ

2
‖𝑑𝑘 ‖2. (5-7)

Proof. 对 (5-4a)取范数可得：

‖ϕ𝑘 + 𝐻𝑘𝑑𝑘 ‖ =
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖2. (5-8)

进一步观察：

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ ‖𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘 − 𝐻𝑘𝑑𝑘 ‖ + ‖ϕ𝑘 − 𝑔𝑘 ‖ + ‖ϕ𝑘 + 𝐻𝑘𝑑𝑘 ‖

≤ 𝑀

2
‖𝑑𝑘 ‖2 +

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖2 + ‖ϕ𝑘 − 𝑔𝑘 ‖. (5-9)

其中最后一个不等式由二阶 Lipschitz条件得到。结合 假设 5.24，即得所需结论。 □

结合 引理 5.4和 引理 5.3，在步长被接受的情况下，我们可以通过梯度或Hessian估计函数值的

下降量。

引理 5.5:函数下降估计

假定 𝑥𝑘 未落入困难情况，且 假设 5.24 成立，则如果第 𝑘 次迭代是成功的，则函数值的下降

量满足：

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘+1) ≥ η1
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
12

(
2

𝑀 + 2
√
ℎ𝑘 (δ𝑘) + 2ςϕ

)3/2
‖𝑔𝑘+1‖3/2. (5-10)

Proof. 将 (5-7)代入 (5-5)可得：

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) ≥
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
12

(
2

𝑀 + 2
√
ℎ𝑘 (δ𝑘) + 2ςϕ

)3/2
‖𝑔𝑘+1‖3/2 > 0.

由于第 𝑘 次迭代是成功的，因此得证 (5-10)。 □

引理 5.6:二阶下降估计

假定 𝑥𝑘 未落入困难情况，则如果第 𝑘 次迭代是成功的，则函数值的下降量满足：

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) ≥ −
η1 (λ1(𝐻𝑘))3
6ℎ𝑘 (δ𝑘)

. (5-11)
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Proof. 由于 ℎ𝑘 (δ𝑘) ≥ ℎmin > 0，我们将不等式 (5-4b)代入模型下降式 (5-5)，从而完成证明。 □

接下来，我们证明，只要 ϕ𝑘 足够接近 𝑔𝑘 (如 假设 5.24所述)，则不成功的迭代次数将被成功迭

代次数的某个数量界定。我们首先给出正则化项 ℎ𝑘 (δ𝑘)的上界估计。注意，这也意味着 (5-7) 右侧

的上界是存在的。

引理 5.7:正则化项的上界

在 算法 5-1中，若 假设 5.24成立，则对于所有 𝑘 ≥ 1，ℎ𝑘 (δ𝑘)具有一个一致的上界：

ℎ𝑘 (δ𝑘) ≤ max
{
ℎ0(δ0), 9γ23

(
𝑀

2
+ ςϕ

)2}
=: ςℎ . (5-12)

Proof. 只需证明当 ℎ𝑘 (δ𝑘) ≥ 9(𝑀2 + ςϕ)2 时，迭代 𝑘 必定是非常成功的，即：

𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) = (ϕ𝑘 − 𝑔𝑘)𝑇𝑑𝑘 +
1
2
𝑑𝑇𝑘 (𝐻𝑘 − ∇2 𝑓 (𝑥𝑘 + ξ𝑑𝑘))𝑑𝑘 +

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑𝑘 ‖3

≥ −ςϕ‖𝑑𝑘 ‖3 −
𝑀

2
‖𝑑𝑘 ‖3 +

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑𝑘 ‖3

=

(√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

− 𝑀
2
− ςϕ

)
‖𝑑𝑘 ‖3. (5-13)

其中 ξ ∈ [0, 1]。因此，只要 ℎ𝑘 (δ𝑘) ≥ 9(𝑀2 + ςϕ)2，则 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) ≥ 0成立。

结合 引理 5.3，比率 ρ𝑘 计算如下：

ρ𝑘 =
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘+1)
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘)

=
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) + 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘+1)

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘)

= 1 + 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘)
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘)

≥ 1. (5-14)

因此，迭代 𝑘 必定是非常成功的，从而得到了所需的上界。 □

推论 5.8:函数下降估计

若 假设 5.24成立，则存在常数 ς𝐶 > 0，使得对于任何成功迭代 𝑘，有：

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘+1) ≥ ς𝐶 ‖𝑔𝑘+1‖3/2, (5-15)

其中 ς𝐶 := η1
√
ℎmin
12

(
2

𝑀+2
√
ℎmin+2ςϕ

)3/2
。

Proof. 由于 ℎ𝑘 在 [ℎmin, ςℎ]内有界，该表达式：

η1

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
12

(
2

𝑀 + 2
√
ℎ𝑘 (δ𝑘) + 2ςϕ

)3/2
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在该区间上连续，因此存在最小值 ς𝐶。通过基本分析可知，该函数是单调递增的，因此其最小值出

现在 ℎ𝑘 = ℎmin，从而得到 ς𝐶。 □

推论 5.9:连续成功迭代下降估计

若 假设 5.24 成立，则对于任意两个连续的成功迭代 (记为 𝑗 和 𝑗 + 1) ，必定满足以下两种情

况之一：

(𝑎) 若 𝑥 𝑗+1 满足 (2-2a)和 (2-2b)，则 𝑥 𝑗+1 是一个二阶稳定点

(𝑏) 否则， 𝑓 (𝑥 𝑗) − 𝑓 (𝑥 𝑗+2) ≥ Ω(ϵ3/2)。

Proof. 若第一种情况不成立，则必有：

‖𝑔 𝑗+1‖ ≥ Ω(ϵ)或 λ1(∇2 𝑓 (𝑥 𝑗+1)) ≤ 𝑂 (−
√
ϵ).

结合 (5-15)和 (5-11)估计的函数值下降量：

𝑓 (𝑥 𝑗) − 𝑓 (𝑥 𝑗+2) ≥ max
{
−
η1λ1(𝐻 𝑗+1)3

6ςℎ
, ς𝐶 ‖𝑔 𝑗+1‖3/2

}
≥ ς 𝑓 ϵ3/2,

其中 ς 𝑓 = min
{
ς𝐶 ,

η1
6ςℎ

}
，因此第二种情况成立。 □

现在，我们准备对 算法 5-1 进行复杂度分析。我们定义以下集合，这些集合在后续分析中经常

被使用：成功迭代索引集 𝒮 𝑗 及不成功迭代索引集𝒰 𝑗，它们分别表示截至第 𝑗 次迭代的成功和不成

功迭代：

𝒮 𝑗 := {𝑘 ≤ 𝑗 : ρ𝑘 ≥ η1} 和 𝒰 𝑗 := {𝑘 ≤ 𝑗 : ρ𝑘 < η1}. (5-16)

事实上，集合𝒰 𝑗 的基数可以由集合 𝒮 𝑗 的基数上界约束，如下引理所示。

引理 5.10:不成功迭代次数的上界

对于任意 𝑗 ≥ 0，令 𝒮 𝑗 和𝒰 𝑗 由 (5-16)定义，则有：

|𝒰 𝑗 | ≤
1

log γ2

[
1
2
log

ςℎ
ℎ0(δ0)

+ |𝒮 𝑗 | log
1
γ4

]
. (5-17)

Proof. 由于算法的更新机制，我们有：

γ4
√
ℎ𝑘 (δ𝑘) ≤

√
ℎ𝑘+1(δ𝑘+1), 𝑘 ∈ 𝒮 𝑗 , (5-18)

以及

γ2
√
ℎ𝑘 (δ𝑘) ≤

√
ℎ𝑘+1(δ𝑘+1), 𝑘 ∈ 𝒰 𝑗 . (5-19)
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由 引理 5.7，ℎ𝑘 存在上界，通过归纳法推导可得：√
ℎ0(δ0)γ

|𝒮 𝑗 |
4 γ

|𝒰 𝑗 |
2 ≤ √ςℎ, (5-20)

这等价于：

|𝒮 𝑗 | log γ4 + |𝒰 𝑗 | log γ2 ≤
1
2
log

ςℎ
ℎ0(δ0)

. (5-21)

重新整理 (5-21)后，即得所需结论。 □

接下来，我们假设 𝑗 𝑓 是满足以下条件的最小索引：

‖𝑔 𝑗 𝑓 +1‖ ≤ 𝑂 (ϵ), λ1(𝐻 𝑗 𝑓 +1) ≥ Ω(−
√
ϵ),

即下一个迭代点已经是 ϵ-近似的二阶稳定点。我们给出集合 |𝒮 𝑗 𝑓 |的上界。

引理 5.11:成功迭代次数的上界

集合 𝒮 𝑗 𝑓 的基数满足：

|𝒮 𝑗 𝑓 | ≤
𝑓0 − 𝑓low
ς 𝑓

ϵ−3/2 = 𝑂 (ϵ−3/2). (5-22)

Proof. 令 𝑘𝑠𝑗 表示 𝒮 𝑗 𝑓 中的第 𝑗 个元素，即 𝒮 𝑗 𝑓 = {𝑘𝑠1 , 𝑘𝑠2 , . . . , 𝑘𝑠|𝒮 𝑗 𝑓
|}。由 推论 5.9，对于任意 𝑘𝑠𝑗，有：

𝑓 (𝑥𝑘𝑠𝑗 ) − 𝑓 (𝑥𝑘𝑠𝑗+2) ≥ ς 𝑓 ϵ
3/2. (5-23)

因此，在 𝑗 𝑓 之前，每两次连续的成功迭代都会导致 𝑂 (ϵ3/2)的函数值下降。假设第一步是成功

迭代，则有：

𝑓 (𝑥0) − 𝑓 (𝑥 𝑗 𝑓 +1) ≥
|𝒮 𝑗 𝑓
|−1∑

𝑗= |𝒮 𝑗 𝑓
| mod 2+1

[ 𝑓 (𝑥𝑘𝑠𝑗 ) − 𝑓 (𝑥𝑘𝑠𝑗+2)] ≥ ς 𝑓 |𝒮 𝑗 𝑓 |ϵ
3/2. (5-24)

其中 (5-24)中的 “mod”为取模运算。由于 ς 𝑓 > 0依赖于问题参数 (如 𝑀)，因此：

|𝒮 𝑗 𝑓 | ≤
𝑓 (𝑥0) − 𝑓low

ς 𝑓
ϵ−3/2 = 𝑂 (ϵ−3/2).

□

定理 5.12:全局收敛性

自适应 HSODM 需要 𝑂
(
ϵ−3/2

)
次迭代，以达到满足 ‖𝑔𝑘 ‖ ≤ 𝑂 (ϵ) 且 λ1(𝐻𝑘) ≥ Ω(−

√
ϵ) 的点

𝑥𝑘。

Proof. 由于 𝑥 𝑗 𝑓 +1 已经是一个二阶稳定点，总迭代次数为 |𝒮 𝑗 𝑓 |和 |𝒰 𝑗 𝑓 |之和。最终结果由 (5-22) 和

(5-17)直接推出。 □
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除了算法的迭代次数外，我们还关注算法求解 GHMs 的总次数。由于算法需要找到合适的 ℎ𝑘

使其落入所需区间，因此必须搜索合适的 δ𝑘。由 第 4.2.2.2节 的分析可知，ℎ𝑘 在大多数情况下是连

续的，因此可以使用二分法。特别地，确定 ℎ𝑘 需要额外求解𝑂 (log(ϵ−1))个 GHMs (参见 第 5.3节)。

定理 5.13:二分法的复杂度

在适应性 HSODM的某次迭代 𝑥𝑘 处，二分法的迭代次数满足：

𝑂

(
log

(
ςℎ𝑈ϕ𝑈𝐻

ℎminσ

))
. (5-25)

若我们将二分法的不精确性设定为 σ = ϵ，则迭代界变为：

𝑂

(
log

(
ςℎ𝑈ϕ𝑈𝐻

ℎmin
ϵ−1

))
. (5-26)

我们现在得到 算法 5-1中 GHM求解的总次数。

定理 5.14: GHM总复杂度

令 𝒦ψ 表示 算法 5-1 中求解 GHM 的总次数。若二分法的容差设定为 σ = ϵ，则在达到满足

(2-2a)和 (2-2b)的迭代点之前，我们有以下界：

𝒦ψ = 𝑂
(
ϵ−3/2 log(ϵ−1)

)
. (5-27)

Proof. 该结论由 定理 5.12和 定理 5.13直接推得。 □

5.2.2 局部收敛性

现在我们分析自适应 HSODM 的局部收敛性，假定收敛到一个非退化的局部极小点。与假

设 3.19的定义一致。由于 𝑥𝑘 → 𝑥∗且 𝐻 (𝑥)是 Lipschitz连续的，我们有：

𝐻 (𝑥𝑘) � µ𝐼 对于充分大的 𝑘. (5-28)

接下来，我们分析自适应 HSODM的局部收敛性质。

引理 5.15:步长与当前梯度的关系

假定 假设 5.24和 假设 3.19成立，则对于充分大的 𝑘，对应的迭代是非常成功的，即 ρ𝑘 ≥ η2，
并且：

‖𝑑𝑘 ‖ ≤
1
µ
‖ϕ𝑘 ‖. (5-29)

Proof. 首先证明当 𝑘 足够大时 ρ𝑘 ≥ η2，注意在我们的算法中，一旦 𝑑𝑘 ≠ 0，我们始终能保证
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𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘) < 0，因此可以定义：

𝑟𝑘 := 𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) + (1 − η2)(𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)).

其中 ρ𝑘 ≥ η2 等价于 𝑟𝑘 ≤ 0，接下来证明当 𝑘 → +∞时 𝑟𝑘 ≤ 0。

对于 𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘)，由 Taylor展开可得：

𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) = 𝑓 (𝑥𝑘) + 𝑔𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
1
2
𝑑𝑇𝑘𝐻 (𝑥𝑘 + ξ𝑑𝑘)𝑑𝑘

− 𝑓 (𝑥𝑘) − ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 −
1
2
𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 −

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑𝑘 ‖3

≤ 1
2
𝑑𝑇𝑘 (𝐻 (𝑥𝑘 + ξ𝑑𝑘) − 𝐻𝑘)𝑑𝑘 + (𝑔𝑘 − ϕ𝑘)𝑇𝑑𝑘

≤ 1
2
‖𝐻 (𝑥𝑘 + ξ𝑑𝑘) − 𝐻𝑘 ‖‖𝑑𝑘 ‖2 + ςϕ‖𝑑𝑘 ‖3, (5-30)

其中 ξ ∈ (0, 1)。对于 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)，由 (5-4a)可得：

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚𝑘 (𝑑𝑘) = −ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 −
1
2
𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 −

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑𝑘 ‖3

=
1
2
𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +

2
3

√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖3

≥ 1
2
µ‖𝑑𝑘 ‖2. (5-31)

代入 (5-30)和 (5-31)得：

𝑟𝑘 ≤
1
2
‖𝑑𝑘 ‖2

{
‖𝐻 (𝑥𝑘 + ξ𝑑𝑘) − 𝐻𝑘 ‖ + 2ςϕ‖𝑑𝑘 ‖ − (1 − η2)µ

}
, ξ ∈ (0, 1). (5-32)

由于 𝑥𝑘 → 𝑥∗，可知 𝑑𝑘 → 0，因此当 𝑘 → +∞时，𝑟𝑘 ≤ 0成立，完成第一部分的证明。

对于第二部分，由 (5-4a)可得：

−ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 = 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖3. (5-33)

因此，对于充分大的 𝑘，有：

µ‖𝑑𝑘 ‖2 ≤ 𝑑𝑇𝑘𝐻𝑘𝑑𝑘 +
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖3 = −ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 ≤ ‖ϕ𝑘 ‖‖𝑑𝑘 ‖. (5-34)

重新整理后，即得所需结论。 □

接下来，我们证明自适应 HSODM具有局部二次收敛速率。

定理 5.16:局部收敛性

假定 假设 5.24和 假设 3.19成立，则自适应 HSODM具有二次收敛速率，即：

lim
𝑘→+∞

‖ϕ𝑘+1‖
‖ϕ𝑘 ‖2

≤
2
√
ςℎ + 𝑀 + 4ςϕ

2µ2
. (5-35)
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Proof. 由 引理 5.4和 引理 5.7可得：

‖𝑔𝑘+1‖ ≤
2
√
ςℎ + 𝑀 + 2ςϕ

2
‖𝑑𝑘 ‖2.

结合 假设 5.24，可得：

‖ϕ𝑘+1‖ ≤ ‖ϕ𝑘+1 − 𝑔𝑘+1‖ + ‖𝑔𝑘+1‖ ≤
2
√
ςℎ + 𝑀 + 4ςϕ

2
‖𝑑𝑘 ‖2.

由于 (5-7)，可得： √
2

2
√
ςℎ + 𝑀 + 4ςϕ

‖ϕ𝑘+1‖
1
2 ≤ ‖𝑑𝑘 ‖ ≤

1
µ
‖ϕ𝑘 ‖. (5-36)

取极限，即得所需结论。 □

5.2.3 关于困难情况的讨论

在本节中，我们补充之前的分析，讨论 算法 5-1 中关于困难情况 (见第 5 行) 的处理方法。回

顾 [41] 中类似收敛性的分析，适应性 HSODM依赖于对 δ𝑘 进行二分搜索，以确保
√
ℎ𝑘 (δ𝑘)在迭代点

𝑥𝑘 处落入给定区间。困难情况的挑战在于，ℎ𝑘 在 α̃1 处的连续性 (参见 引理 4.12)受损，因此无法找

到合适的 δ𝑘。

幸运的是，GHM (4-2) 的灵活性使我们能够通过适当的扰动 ϕ𝑘 以替代 𝑔𝑘 来规避困难情况，并

确保成功迭代。具体而言，这种简单的扰动可以同时满足以下两个目标：

(𝑎) 假设 5.24成立；

(𝑏) 函数值 ℎ𝑘 (δ)落入给定区间。

注意，当 𝐻𝑘 � 0时，α̃1 > 0，此时转折点 δcvx ≤ α̃1，且 ℎ𝑘 (α̃1) = 0，因此 α̃1 总是不在目标区

间内。因此，我们仅关注 GHM 为不定情况的情形，因为根据方法的设计，当当前点的 Hessian 是

半正定时，不会出现困难情况。此外，我们通过 引理 4.4和 推论 4.7的分析来防止 δ𝑘 过大，即保持

ℎ𝑘 > ℎmin > 0. 因此，困难情况仅在以下条件下发生：

(𝑎) 𝐻𝑘 ≺ 0；

(𝑏) 先前 (𝑘 − 1)次迭代是成功的。

5.2.3.1 困难情况的扰动处理

我们现在描述 算法 5-2，该算法使用扰动梯度 ϕ𝑘 来处理困难情况。为了便于理解，令 𝑘 表示当

前迭代，则后续迭代用 𝑖 表示，即 𝑘, 𝑘 + 1, . . . , 𝑘 + 𝑖。类似于之前的讨论，我们记 λ1 = λ1(𝐻𝑘)。由

于出现了困难情况，𝑣𝑘 现在是最左侧的特征向量。其基本思想如下：
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在每个后续迭代 𝑖 中，我们基于前一轮的 ℎ𝑘+𝑖−1 进行 ϕ𝑘+𝑖 的扰动。当逐步增大 ℎ𝑘+𝑖 时，我们使

用同样的二分方法 (索引为 𝑗) 寻找合适的 δ𝑘+𝑖, 𝑗 . 最终，该方法能够产生成功的迭代。同时，一旦某

次迭代成功，它必须满足 假设 5.24。

算法 5-2:困难情况的扰动处理

1 输入：迭代步 𝑘，𝑥𝑘 ∈ ℝ𝑛，𝑔𝑘，𝐻𝑘，ℎ𝑘−1, δ𝑘−1，其中 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1，容差 σ > 0;

2 for 𝑖 = 0, 1, . . . do

3 设置

ϕ𝑘+𝑖 = 𝑔𝑘 +
ςϕ

γ23ℎ𝑘+𝑖−1 + σ
λ21𝑣𝑘 . (5-37)

计算区间 𝐼ℎ := [γ2
√
ℎ𝑘+𝑖−1, γ3

√
ℎ𝑘+𝑖−1];

4 repeat // 内层迭代 𝑗 通过二分法 (见 第 5.3 节)

5 求解 GHM子问题的解 [𝑣𝑘+𝑖, 𝑗 ; 𝑡𝑘+𝑖, 𝑗]

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1


𝑣

𝑡


𝑇 

𝐻𝑘 ϕ𝑘+𝑖

(ϕ𝑘+𝑖)𝑇 δ𝑘+𝑖, 𝑗



𝑣

𝑡


设置 𝑑𝑘+𝑖, 𝑗 = 𝑣𝑘+𝑖, 𝑗/𝑡𝑘+𝑖, 𝑗，ℎ𝑘+𝑖 :=

(
θ𝑘+𝑖, 𝑗/‖𝑑𝑘+𝑖, 𝑗 ‖

)2 ;
6 更新 δ𝑘+𝑖, 𝑗，增加 𝑗 = 𝑗 + 1

7 until
√
ℎ𝑘+𝑖 ∈ 𝐼ℎ，满足容差 σ;

8 令 𝑑𝑘+𝑖 = 𝑑𝑘+𝑖, 𝑗，δ𝑘+𝑖 = δ𝑘+𝑖, 𝑗 ;

9 计算

ρ𝑘,𝑖 =
𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘+𝑖) − 𝑓 (𝑥𝑘)
𝑚𝑘 (𝑑𝑘+𝑖) − 𝑓 (𝑥𝑘)

if ρ𝑘+𝑖 ≥ η1 then
10 跳出循环

首先，我们证明如果 ϕ𝑘+𝑖 采用扰动形式 (5-37)设定，一旦某次迭代成功，假设 5.24必定成立。

引理 5.17:扰动梯度导致成功迭代

假设 ϕ𝑘+𝑖 采用以下形式的扰动：

ϕ𝑘+𝑖 = 𝑔𝑘 +
ςϕ

γ23ℎ𝑘+𝑖−1 + σ
λ21𝑣𝑘 ,

则 ϕ𝑘+𝑖 和 𝑑𝑘+𝑖 满足 ‖ϕ𝑘+𝑖 − 𝑔𝑘 ‖ ≤ ςϕ‖𝑑𝑘+𝑖 ‖2,因此，每当 𝑑𝑘+𝑖 被接受时，假设 5.24必定成立。
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Proof. 由于 (𝑘 + 𝑖)-次迭代是成功的，回顾最优性条件 (5-4)，有：

𝐻𝑘 +
√
ℎ𝑘+𝑖 (δ𝑘+𝑖)‖𝑑𝑘+𝑖 ‖𝐼 � 0.

上述不等式进一步意味着：

‖𝑑𝑘+𝑖 ‖2 ≥
1

ℎ𝑘+𝑖 (δ𝑘+𝑖)
λ21 ≥

1
γ23ℎ𝑘+𝑖−1(δ𝑘+𝑖−1) + σ

λ21. (5-38)

因此，ϕ𝑘+𝑖 与 𝑔𝑘 之间的差距可界定如下：

‖ϕ𝑘+𝑖 − 𝑔𝑘 ‖ =
ςϕ

γ23ℎ𝑘+𝑖−1 + σ
λ21 ≤ ςϕ‖𝑑𝑘+𝑖 ‖2,

这意味着 ϕ𝑘+𝑖 满足 假设 5.24。 □

接下来，我们证明当出现困难情况时，算法 5-2最终能够产生成功的迭代。

定理 5.18:困难情况的收敛性

算法 5-2在至多 blogγ2
ςℎ

ℎ𝑘−1 (δ𝑘−1 ) c + 1次迭代内产生成功步长。此外，假设 5.24必定成立。

Proof. 类似于 引理 5.7，我们有：

𝑚𝑘 (𝑑𝑘+𝑖) − 𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘+𝑖)

= (ϕ𝑘+𝑖 − 𝑔𝑘)𝑇𝑑𝑘+𝑖 +
1
2
𝑑𝑇𝑘+𝑖 (𝐻𝑘 − ∇2 𝑓 (𝑥𝑘 + ξ𝑑𝑘+𝑖))𝑑𝑘+𝑖 (5-39)

+
√
ℎ𝑘+𝑖 (δ𝑘+𝑖)

3
‖𝑑𝑘+𝑖 ‖3

≥ −‖ϕ𝑘+1 − 𝑔𝑘 ‖‖𝑑𝑘+𝑖 ‖ −
𝑀

2
‖𝑑𝑘+𝑖 ‖3 +

√
ℎ𝑘+𝑖 (δ𝑘+𝑖)

3
‖𝑑𝑘+𝑖 ‖3 (5-40)

≥ −κϕ‖𝑑𝑘+𝑖 ‖3 −
𝑀

2
‖𝑑𝑘+𝑖 ‖3 +

√
ℎ𝑘+𝑖 (δ𝑘+𝑖)

3
‖𝑑𝑘+𝑖 ‖3 (5-41)

=

(√
ℎ𝑘+𝑖 (δ𝑘+𝑖)

3
− 𝑀

2
− ςϕ

)
‖𝑑𝑘+𝑖 ‖3, (5-42)

其中第二个不等式由 引理 5.17得出。因此，当 ℎ𝑘+𝑖 超过 ςℎ 时，步长 𝑑𝑘+𝑖 必然被接受。此外，由 引

理 5.17可知，假设 5.24必定成立。 □

现在可以看到，ϕ𝑘 的选择以及 ℎ𝑘 的调整机制在困难情况出现时起到了关键作用。这一机制可

以直接嵌入 算法 5-1中。事实上，定理 5.39说明，困难情况可以通过有限次迭代的 算法 5-2规避。

此外，我们强调，对于 算法 5-1，非凸问题的分析也可推广至 Hessian 为 Lipschitz 连续的凸优

化问题。注意，引理 5.4和 引理 5.5所建立的条件类似于三次正则化牛顿法的性质，参见文献 [128] 中

的 Lemma 3, Lemma 4. 因此，我们的方法可以合理地扩展至凸优化问题及其他具有类似复杂度保证

的结构化问题。由于篇幅限制，我们将其留作未来研究。
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允许子问题的不精确求解是牛顿型方法中的常见问题 [27,44]。对于将 GHM作为子问题的方法而

言，这意味着我们只能获得近似特征对，即 Ritz对，用于更新迭代点。该问题已在原始 HSODM中

得到解决。这里未包含关于不精确自适应的 HSODM的复杂度分析。简单地说，只要 Lanczos方法

的误差足够小，适应性 HSODM 仍可达到与精确版本相同的复杂度。但这些分析需要对困难情况、

步长选择、以及二分法进行详细讨论。为了简洁起见，这个部分放在。
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第三节 齐次框架中的二分法

5.3.1 基于 ℎ𝑘 的二分法

我们讨论在 算法 5-1 中搜索 δ𝑘 使得
√
ℎ𝑘 ∈ 𝐼ℎ 的复杂度。简而言之，我们利用 第 4.B.3 节 中的

分析来证明 ℎ𝑘 的连续性和单调性。这些结果使我们能够采用简单的二分法。为了便于分析二分法，

我们首先对梯度和 Hessian进行如下假定：

假设 5.19

假定沿着迭代序列 𝑥𝑘，近似梯度 ϕ𝑘 和Hessian 𝐻𝑘 的范数均有上界，即存在两个常数𝑈ϕ > 0

和𝑈𝐻 > 0使得 ‖ϕ𝑘 ‖ ≤ 𝑈ϕ, ‖𝐻𝑘 ‖ ≤ 𝑈𝐻 .

接下来，我们考虑以下情形下的最优解 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]。

引理 5.20

在 GHM (4-2)中，若 ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1，则有：

(𝑎) 若 δ𝑘 ≤ λ1(𝐻𝑘)，则 |𝑡𝑘 | ≥
√
2
2 。

(𝑏) 若 δ𝑘 ≥ λ𝑑 (𝐻𝑘)，则 |𝑡𝑘 | ≤
√
2
2 ，其中 λ𝑟 (·)表示最大特征值。

Proof. 对于第一个结论，回顾 GHM的定义 (4-2)，我们有

−θ𝑘 = 𝑣𝑇𝑘𝐻𝑘𝑣𝑘 + 2𝑡𝑘ϕ𝑇𝑘 𝑣𝑘 + δ𝑘𝑡2𝑘
≥ λ1(𝐻𝑘)‖𝑣𝑘 ‖2 + 2𝑡𝑘ϕ𝑇𝑘 𝑣𝑘 + δ𝑘𝑡2𝑘
= λ1(𝐻𝑘)‖𝑣𝑘 ‖2 − 2𝑡2𝑘 (θ𝑘 + δ𝑘) + δ𝑘𝑡2𝑘
≥ δ𝑘 ‖𝑣𝑘 ‖2 − 2𝑡2𝑘 (θ𝑘 + δ𝑘) + δ𝑘𝑡2𝑘 = δ𝑘 − 2𝑡2𝑘 (θ𝑘 + δ𝑘), (5-43)

其中，第二个等式来自最优性条件 (4-3)，后续的不等式是由于 δ𝑘 ≤ λ1(𝐻𝑘)，而最后一个等式成立

是因为 [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘]是单位向量。重排可得：(2𝑡2𝑘 − 1) (θ𝑘 + δ𝑘) ≥ 0,进而可得 |𝑡𝑘 | ≥
√
2
2 。类似地，可证明

第二个结论。 □

注意，在搜索 δ 的过程中，我们始终可以假定 ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1；否则，可以通过对 ϕ𝑘 进行扰动来避免

ϕ𝑘 ⊥ 𝒮1 的情况 (见 算法 5-2)。基于前述分析，我们知道当 ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1 时，函数 ℎ𝑘 (δ)关于 δ 是连续且

单调递减的 (见 引理 4.12)。因此，在 算法 5-1的每次迭代 (第 4行)，我们可以使用二分法搜索合适

的 δ𝑘。

不失一般性，假设 𝐼ℎ = [
√
ℓ,
√
ν]。为了应用二分法，我们首先需要进行有效的区间搜索，即找
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到一个区间 𝐼𝑘 := [δ𝑙𝑜𝑤 , δ𝑢𝑝] 使其包含所需的 δ𝑘。基于 ℎ𝑘 (δ)的连续性 (见 引理 4.12) ，我们可以得

到以下结果。

引理 5.21

设 ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1，且对于任意区间 𝐼ℎ := [
√
ℓ,
√
ν]，使得函数值满足 ℎ𝑘 (·) ∈ [ℓ, ν]，若我们设定

δ𝑙𝑜𝑤 = min
{
λ1 (𝐻𝑘),−

√
ν
}
, (5-44a)

δ𝑢𝑝 = max
{
(1 + |λ1 (𝐻𝑘) |)2 (1 + λ𝑑 (𝐻𝑘) + |λ1 (𝐻𝑘) |)

ℓ
, ‖ϕ𝑘 ‖2

}
, (5-44b)

则有

[ℓ, ν] ⊆ [ℎ𝑘 (δ𝑢𝑝), ℎ𝑘 (δ𝑙𝑜𝑤)] .

Proof. 要证明 [ℓ, ν] ⊆ [ℎ𝑘 (δ𝑢𝑝), ℎ𝑘 (δ𝑙𝑜𝑤)]，只需验证 ℎ𝑘 (δ𝑙𝑜𝑤) ≥ ν 且 ℎ𝑘 (δ𝑢𝑝) ≤ ℓ。由 引理 5.20，

当 δ𝑙𝑜𝑤 = min{λ1(𝐻𝑘),−
√
ν}时，|𝑡𝑘 | ≥

√
2
2 ，因此 𝑡2𝑘

1−𝑡2
𝑘

≥ 1。另一方面，取 δ𝑘 = δ𝑙𝑜𝑤，由最优性条件

(4-3)，可得 θ𝑘 + δ𝑙𝑜𝑤 ≥ 0，从而 θ𝑘 ≥
√
ν。因此，

ℎ𝑘 (δ𝑙𝑜𝑤) =
𝑡2𝑘

1 − 𝑡2𝑘
θ2𝑘 ≥ ν . (5-45)

接下来，证明 ℎ𝑘 (δ𝑢𝑝) ≤ ℓ。类似地，我们需要分别界定 θ2𝑘 和 𝑡2𝑘
1−𝑡2

𝑘

。关于 θ𝑘，当 δ𝑘 ≥ ‖ϕ𝑘 ‖2 时，我

们有 −λ1(𝐻𝑘) ≤ θ𝑘 ≤ 1 + |λ1(𝐻𝑘) |。回顾 ϕ𝑘 6⊥ 𝒮1 的情况，显然 θ𝑘 > −λ1(𝐻𝑘)。

此外，θ𝑘 满足以下方程 (见 [146]，定理 3.1)：

δ + θ =
𝑟∑
𝑖=1

β2𝑖
λ𝑖 (𝐻𝑘) + θ

, (5-46)

其中 β𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 由 第 4.B.4节 证明中的 (4-23)方式定义。若设 θ𝑘 = |λ1(𝐻𝑘) | + 1，根据 (5-46)可

得

δ𝑘 = −θ𝑘 +
𝑟∑
𝑖=1

β2𝑖
λ𝑖 (𝐻𝑘) + θ𝑘

≤ −1 − |λ1(𝐻𝑘) | +
‖ϕ𝑘 ‖2

λ1(𝐻𝑘) + |λ1(𝐻𝑘) | + 1

≤ ‖ϕ𝑘 ‖2
λ1(𝐻𝑘) + |λ1(𝐻𝑘) | + 1

≤ ‖ϕ𝑘 ‖2. (5-47)

由此可得，当 δ ≥ ‖ϕ𝑘 ‖2 时，θ𝑘 ≤ 1 + |λ1(𝐻𝑘) |，因为 θ𝑘 随 δ𝑘 单调递减。

另一方面，若取 δ𝑘 = λ𝑑 (𝐻𝑘) + α，其中 α > 0，我们估计 α如下：

−θ𝑘 = 𝑣𝑇𝑘𝐻𝑘𝑣𝑘 + 2𝑡𝑘ϕ𝑇𝑘 𝑣𝑘 + δ𝑘𝑡2𝑘
≤ (δ𝑘 − α)‖𝑣𝑘 ‖2 − 2𝑡2𝑘 (δ𝑘 + θ𝑘) + δ𝑡2𝑘
= δ𝑘 − α‖𝑣𝑘 ‖2 − 2𝑡2𝑘 (δ𝑘 + θ𝑘), (5-48)
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变形得
𝑡2𝑘

1 − 𝑡2𝑘
≤ 1 − α

θ𝑘 + δ𝑘
= 1 − α

θ𝑘 + λ𝑑 (𝐻𝑘) + α

≤ 1 − α

1 + |λ1(𝐻𝑘) | + λ𝑑 (𝐻𝑘) + α

=
1 + |λ1(𝐻𝑘) | + λ𝑑 (𝐻𝑘)

1 + |λ1(𝐻𝑘) | + λ𝑑 (𝐻𝑘) + α
. (5-49)

由于 (5-49)左侧关于 α单调递减，因此当

α ≥ α𝑢 := −1 − |λ1(𝐻𝑘) | − λ𝑑 (𝐻𝑘) +
(1 + |λ1(𝐻𝑘) |)2(1 + λ𝑑 (𝐻𝑘) + |λ1(𝐻𝑘) |)

ℓ

时，有
𝑡2𝑘

1 − 𝑡2𝑘
≤ ℓ

(1 + |λ1(𝐻𝑘) |)2
. (5-50)

结合 (5-44b)可知 δ𝑢𝑝 ≥ λ𝑑 (𝐻𝑘) + α𝑢，并结合 (5-47)，可得

ℎ𝑘 (δ𝑢𝑝) ≤ θ2𝑘 ·
ℓ

(1 + |λ1(𝐻𝑘) |)2

≤ (|λ1(𝐻𝑘) | + 1)2
ℓ

(1 + |λ1(𝐻𝑘) |)2
≤ ℓ.

证明完成。 □

在上述引理中，我们通过显式构造 𝐼𝑘 证明了 δ𝑘 的区间存在性，使得 ℎ𝑘 (δ𝑘) ∈ [ℓ, ν] 对于任意

[ℓ, ν]成立。为了分析二分法的复杂度，我们定义如下针对 δ𝑘 的目标区间，并允许一个容差 σ > 0：

𝐼σ𝑘 = [δ, δ], ℎ𝑘 (δ) = ν + σ, ℎ𝑘 (δ) = ℓ. (5-51)

注意，如果 σ > 0充分小，该不精确性不会影响 算法 5-1框架的收敛率。接下来，我们关注 𝐼σ𝑘 的长

度与 𝐼𝑘 长度的比值，这是分析二分法复杂度的关键步骤。接下来，我们给出区间 𝐼σ𝑘 长度的下界。

引理 5.22

在第 𝑘 次迭代中，若 𝑑𝑘 是满足 δ𝑘 ∈ 𝐼σ𝑘 的 (4-2)解，则区间 𝐼σ𝑘 的长度至少为
σ‖𝑑𝑘 ‖

2
√
ν + σ + (ν + σ)‖ϕ𝑘 ‖

. (5-52)

Proof. 由 (5-51)定义可知，ℓ ≤ ℎ𝑘 (δ) = θ2

‖𝑑 ‖2 ≤ ν + σ，于是

ℓ‖𝑑‖2 ≤ θ2 ≤ (ν + σ)‖𝑑‖2.

将上述结果代入 (4-25)，可得

|ℎ′𝑘 (δ) | ≤
2
√
ν + σ‖𝑑‖3 + (ν + σ)‖𝑑‖2𝑑𝑇 (𝐻𝑘 + θ𝐼)−1𝑑

‖𝑑‖4 . (5-53)
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另一方面，由最优性条件 (4-3)及其 Schur补可得

𝐻𝑘 + θ𝐼 −
ϕ𝑘ϕ

𝑇
𝑘

δ + θ � 0,

因此，

𝐻𝑘 + θ𝐼 �
ϕ𝑘ϕ

𝑇
𝑘

δ + θ = −
ϕ𝑘ϕ

𝑇
𝑘

ϕ𝑇𝑘 𝑑
�

ϕ𝑘ϕ
𝑇
𝑘

‖ϕ𝑘 ‖‖𝑑‖
,

进而得到

𝑑𝑇 (𝐻𝑘 + θ𝐼)−1𝑑 ≤
(ϕ𝑇𝑘 𝑑)2

‖ϕ𝑘 ‖‖𝑑‖
. (5-54)

将 (5-54)代入 (5-53)，可得

|ℎ′𝑘 (δ) | ≤
2
√
ν + σ + (ν + σ)‖ϕ𝑘 ‖

‖𝑑‖ . (5-55)

由均值定理，

ℎ𝑘 (δ) − ℎ𝑘 (δ) = ℎ′𝑘 (ξ) (δ − δ), ξ ∈ [δ, δ] .

结合 (5-51)和 (5-55)，可得

δ − δ ≥ σ‖𝑑𝑘 ‖
2
√
ν + σ + (ν + σ)‖ϕ𝑘 ‖

,

证毕。 □

我们注意到，在 算法 5-1过程中，可以假设 ‖𝑑𝑘 ‖ ≥
√
ϵ。否则，由 (5-7)和 (5-4b)可得

‖𝑔𝑘+1‖ ≤ 𝑂 (ϵ), λmin(𝐻𝑘) ≥ Ω(−
√
ϵ).

由于 ∇2 𝑓 (𝑥) 具有 Lipschitz 连续性，我们知道 λmin(𝐻𝑘+1) ≥ Ω(−
√
ϵ)，因此 𝑥𝑘+1 := 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 满足

(2-2a)和 (2-2b)，可以在迭代 𝑥𝑘+1 处终止算法。

为了分析 |𝐼𝑘 |和 |𝐼σ𝑘 |之间的比值，根据 假设 5.19，我们对区间 𝐼σ𝑘 的长度进行粗略估计：

δ − δ = Ω

(
σ
√
ϵ

ςℎ𝑈ϕ

)
, (5-56)

该结果由 引理 5.7以及 ν 由函数值 ℎ𝑘−1(δ𝑘−1)确定的事实推出。

现在，我们可以对二分法的复杂度进行最终分析。

5.3.1.1 证明 定理 5.13

Proof. 由于我们使用二分法在初始区间 𝐼𝑘 内搜索 𝐼σ𝑘，根据二分法的机制，其复杂度为

𝑂

(
log
|𝐼𝑘 |
|𝐼σ𝑘 |

)
= 𝑂

(
log

δ𝑢𝑝 − δ𝑙𝑜𝑤
δ − δ

)
. (5-57)
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由不等式 (5-56)，我们已证明 δ − δ 的下界。接下来，我们估计 δ𝑢𝑝 − δ𝑙𝑜𝑤。回顾 引理 5.21 的设定，

可得

δ𝑢𝑝 − δ𝑙𝑜𝑤 ≤ max
{
(𝑈ϕ)2,

(1 +𝑈𝐻)2(1 + 2𝑈𝐻)
ℎmin

}
+max{𝑈𝐻 ,

√
ςℎ}

≤ 𝑂
( (𝑈ϕ)2(𝑈𝐻)3√ςℎ

ℎmin

)
, (5-58)

将 (5-58)和 (5-56)代入 (5-57)，即可得到所需结论。 □

第四节 数值实验

与之前类似，我们对自适应的 HSODM 进行一些数值实验。我们在 Mac OS 桌面端实现了

我们的算法，设备配备 3.2 GHz 6 核 Intel Core i7 处理器和 32 GB DDR4 内存。大多数子程序均

可在标准的 Julia 包中找到。例如，我们使用 Optim.jl 包中的线搜索算法。CUTEst 基准测试的访

问由 CUTEst.jl 提供支持。KrylovKit.jl 用于共轭梯度法和 Lanczos 方法。实现的详细信息仍可在

github.com/bzhangcw/DRSOM.jl 找到。简而言之，我们在本论文中实现了 Adaptive-HSODM (算

法 5-1). 在求解 GHM时，我们在 Lanczos方法中设置收敛容差为min{10−5, 10−2‖𝑔𝑘 ‖}。

5.4.1 CUTEst基准测试

我们在 CUTEst问题的一个子集上进行基准测试，以评估非凸优化的性能。我们选择决策变量维

度满足 500 ≤ 𝑛 ≤ 5000的问题，共计 81个实例。我们将其与三次正则化牛顿法 (ARC)和牛顿信赖域

法 (Newton-TR-STCG)进行比较。其中，Newton-TR-STCG 在求解信赖域子问题时使用 Steihaug-Toint

共轭梯度方法。我们采用 [53] 中最新的 Julia实现，并使用其中的默认设置。

我们设定终止准则，以找到一个迭代点 𝑥𝑘 使得 ‖𝑔𝑘 ‖ ≤ 10−5。每个实例的时间限制为 200 秒。

如果某个实例失败，则将其迭代次数和求解时间设为 20,000。表 5.4.1统计了三种算法的结果。

在该表格中，𝒦 表示成功求解的实例数量；𝑡𝐺 , 𝑘𝐺 分别表示时间和迭代次数的缩放几何均

值 (SGM，分别以 1 秒和 50 次迭代进行缩放) ；𝑘
𝑓

𝐺 , 𝑘
𝑔

𝐺 分别是目标函数和梯度评估的 SGM，其中

每次 Hessian-向量乘积计作两次梯度评估。图 5.4.1 进一步展示了性能概况。从结果来看，我们

的 Adaptive-HSODM 具有较强的鲁棒性：它在成功求解的实例数量、迭代次数和运行时间方面均

表现最佳。三种方法在目标函数评估次数上相近，而 Newton-TR-STCG 在梯度评估方面表现最佳。

Adaptive-HSODM 在每次迭代中的梯度评估次数 (𝑘
𝑔

𝐺/𝑘𝐺) 略高，这可能是由于其对问题维度的依赖

性较高。

与凸 (接近退化) 函数下的情况不同，Lanczos 方法可能需要调整以适应更好的不精确策略，因

为在一般情况下缺少基于间隙的条件数。我们将这一改进留作未来研究。总的来说，实验结果表明，

我们对 Adaptive-HSODM 的初步实现在 CUTEst问题上与当前最先进的软件包 [53] 具有竞争力。
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表 5.4.1 CUTEst基准测试结果汇总 (81个实例)。

方法 𝒦 𝑡𝐺 𝑘𝐺 𝑘
𝑓

𝐺 𝑘
𝑔

𝐺

ARC 72.00 14.20 304.94 304.94 1810.82

Adaptive-HSODM 78.00 10.49 189.70 323.47 1642.13

Newton-TR-STCG 68.00 21.80 353.21 353.21 1327.13

(a)迭代次数的性能概况 (b)梯度评估的性能概况

图 5.4.1 CUTEst问题的性能概况。
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本章附录

第一节 基于非精确特征值的自适应齐次二阶法

当使用不精确特征值时,所有提及的量

(θ𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑡𝑘 , ℎ𝑘)

在一定程度上均为近似形式. 在 Lanczos 方法中, 我们记 γ𝑘 , [𝑣̂𝑘 ; 𝑡𝑘] 为近似最左特征对的 Ritz 对. 当

误差容限 𝑒𝑘 := θ𝑘 − γ𝑘 足够小时,例如 𝑒𝑘 ≤ 𝑂 (
√
ϵ), Lanczos方法终止。我们回顾如下的近似最优条

件.

引理 5.23:近似最优条件

使用 Lanczos方法求解 (5-2)使得 𝑒𝑘 := θ𝑘 − γ𝑘 ,则有

𝐻𝑘 𝑣̂𝑘 + ϕ𝑘𝑡𝑘 + γ𝑘 𝑣̂𝑘 = 𝑟𝑘 , (5-59a)

ϕ𝑇𝑘 𝑣̂𝑘 + δ𝑘𝑡𝑘 + γ𝑘𝑡𝑘 = σ𝑘 , (5-59b)

𝐹𝑘 + (γ𝑘 + 𝑒𝑘)𝐼 � 0, (5-59c)

[𝑣̂𝑘 ; 𝑡𝑘] ⊥ [𝑟𝑘 ;σ𝑘], (5-59d)

其中 [𝑟𝑘 ;σ𝑘]为 Ritz误差.

我们首先讨论 𝑡𝑘 ≠ 0的情况, 因为当 𝑡𝑘 = 0时可以识别出类似于困难情况的情形. 当子问题被不

精确求解时, 精确对 (θ𝑘 , [𝑣𝑘 ; 𝑡𝑘])的信息不存在. 因此, 辅助函数 ℎ𝑘 (δ𝑘)与模型函数 𝑚𝑘 (𝑑)都只能利

用 γ𝑘 , [𝑣̂𝑘 ; 𝑡𝑘]进行近似. 它们可以定义为

ℎ̂𝑘 (δ𝑘) =
(
γ𝑘

‖𝑑𝑘 ‖

)2
, 其中 𝑑𝑘 = 𝑣̂𝑘/𝑡𝑘 , (5-60)

以及三次正则

𝑚̂𝑘 (𝑑𝑘) = 𝑓 (𝑥𝑘) + ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
1
2
(𝑑𝑘)𝑇𝐻𝑘𝑑𝑘 +

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)
3

‖𝑑𝑘 ‖3. (5-61)

现在我们给出适用于二阶 Lipschitz连续函数的自适应齐次二阶下降法,如 算法 5-1所示.

我们进一步对每个迭代点 𝑥𝑘 在 GHM中的函数 ϕ𝑘 (𝑥𝑘)做如下假设.

假设 5.24

假设存在一个统一常数 ςϕ > 0. 给定迭代点 𝑥𝑘 ∈ ℝ𝑛,若 𝑡𝑘 ≠ 0,则有

‖ϕ𝑘 (𝑥𝑘) − 𝑔𝑘 ‖ ≤ ςϕ‖𝑑𝑘 ‖2, (5-63)
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算法 5-3:自适应齐次二阶下降法

1 初始点 𝑥0 ∈ ℝ𝑛, δ0 ∈ ℝ, 𝐼ℎ = ℝ, ℎmin > 0,参数 0 < ι1 < η2 < 1, ι1 > 1, ι3 ≥ ι2 > 1, 0 < ι4 ≤ 1,
σ > 0;

2 for 𝑘 = 0, 1, 2, . . . do

3 令 ϕ𝑘 = 𝑔𝑘 , δ𝑘,0 = δ𝑘−1;

4 for 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝒯𝑘 do

5 求解子问题 (5-2)得到解对 (γ𝑘, 𝑗 , [𝑣̂𝑘, 𝑗 ; 𝑡𝑘, 𝑗]):

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1


𝑣

𝑡


𝑇 

ℎ̂𝑘 ϕ𝑘, 𝑗

(ϕ𝑘, 𝑗)𝑇 δ𝑘, 𝑗



𝑣

𝑡

 (5-62)

if 𝑡𝑘, 𝑗 = 0 then // 检查困难情况, 见 第 5.A.3 节

6 转至 算法 5-2

7 跳出

8 令 𝑑𝑘, 𝑗 = 𝑣̂𝑘, 𝑗/𝑡𝑘, 𝑗 , ℎ̂𝑘 (δ𝑘, 𝑗) :=
(
γ𝑘, 𝑗/‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖

)2;
9 if

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ∈ 𝐼ℎ在容差 σ内 then

10 令 𝑑𝑘 := 𝑑𝑘, 𝑗 , δ𝑘 = δ𝑘, 𝑗

11 跳出

12 更新 δ𝑘, 𝑗 ;

13 计算

ρ𝑘 :=
𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)
𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘)

;

if ρ𝑘 > η2 then // 非常成功的迭代

14 令 𝐼ℎ =
[
max

{√
ℎmin, ι4

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)

}
,
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)

]
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘

15 if ι1 ≤ ρ𝑘 ≤ η2 then // 成功的迭代

16 令 𝐼ℎ =
[√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)/ι1, ι2

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)

]
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘

17 else // 不成功的迭代

18 令 𝐼ℎ =
[
ι2
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘), ι3

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)

]
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘

其中 𝑑𝑘 = 𝑣̂𝑘/𝑡𝑘 .

我们提出如下停止准则以终止子问题求解器.
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条件 5.25:子问题的不精确性

假设通过 Lanczos 方法以预定误差容限 𝑒𝑘 ≤ 𝑂 (ϵ1/2) 求解 (5-2). 当满足以下条件时, 终止

Lanczos方法:

‖ϕ𝑘 + (𝐻𝑘 +
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖𝐼)𝑑𝑘 ‖ ≤ ς𝑟 ‖𝑑𝑘 ‖2, (5-64a)

γ𝑘 + δ𝑘 ≥ 0, (5-64b)√
ℎmin‖𝑑𝑘 ‖ ≥ 𝑒𝑘 . (5-64c)

注意, 上述不精确条件会随着 Krylov子空间的演化逐渐满足. 这里 ς𝑟 可取任一正常数, 它以类似

于 inexact Newton 方法 [40] 中的方式衡量一阶最优性条件的相对误差. 条件 (5-64b) 要求 Ritz 值至少

与 δ𝑘 一样好. 这种要求在 第 3 章 中通过在 Lanczos 方法中使用偏随机初始化进行了讨论. 而我们提

出的最后一个条件 (5-64c)仅用于确保收敛到二阶平稳性,这一条件在算法初期可能不满足.

建立不精确算法的收敛性引出了一组关键问题:

(1) 不精确性如何传递到下降引理中;

(2) 如何使用 ℎ̂𝑘 (δ)代替 ℎ𝑘 进行有效的二分,且仍具有𝑂 (log(1/σ))的收敛速度;

(3) 在不精确求解下,扰动思想如何发挥作用.

这些问题将在以下各小节中依次解答.

5.A.1 收敛性分析

目前, 我们假设困难情况 𝑡𝑘 = 0 不会发生, 这些问题将在后续讨论中解决. 下面我们证明, 在足够

大的 ℎ̂𝑘 及辅助函数 ℎ̂𝑘 的上界下,最终步将成为成功步. 显然,我们给出以下关于下降步的论证.

引理 5.26

假设 𝑑𝑘 满足 (5-64b),则存在如下模型下降量

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑚̂𝑘 (𝑑𝑘) ≥
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3 ≥ Ω(‖𝑑𝑘 ‖3). (5-65)

Proof. 注意,根据 (5-59)与 (5-64b),有

(𝑑𝑘)𝑇𝐻𝑘𝑑𝑘 + γ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 + 2ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 = −δ𝑘 − γ𝑘 ≤ 0.
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则有

𝑚𝑘 (𝑑𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘) = ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
1
2
(𝑑𝑘)𝑇𝐻𝑘𝑑𝑘 +

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)
2

‖𝑑𝑘 ‖3 −
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3

≤ ϕ𝑇𝑘 𝑑𝑘 +
1
2
(𝑑𝑘)𝑇𝐻𝑘𝑑𝑘 +

γ𝑘
2
‖𝑑𝑘 ‖2 −

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3

= −1
2
(δ𝑘 + γ𝑘) −

√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3 ≤ −
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)
6

‖𝑑𝑘 ‖3.

(5-66)

又因为 ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ≥ ℎmin,证毕. □

引理 5.27

假设不精确解满足 (5-64c),则有

‖𝑑𝑘 ‖ ≥ −
1

2
√
ςℎ
λ1(𝐻𝑘). (5-67)

Proof. 注意,根据 (5-59c),有

𝐹𝑘 + γ𝑘 𝐼 + 𝑒𝑘 𝐼 � 0.

因此,

γ𝑘 =
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖

≥ −λmin(𝐹𝑘) − 𝑒𝑘

≥ −λmin(𝐻𝑘) − 𝑒𝑘 .

结合 (5-64c),得到

2
√
ℎ̂𝑘 (δ𝑘)‖𝑑𝑘 ‖ ≥ −λ1(𝐻𝑘).

□

以上引理表明, 满足 条件 5.25 的不精确步保证了与精确情况相同的下降性质, 回答了问题 (𝑎).
作为对应,可以将上述引理与本章中的精确情况进行比较. 其余分析与精确情况相同.

因此, 在 Ritz 对的质量假设 (条件 5.25) 下, 可得不精确自适应 HSODM 与精确版本具有相同的

𝑂 (ϵ−3/2) 迭代复杂度, 即在 𝑂
(
ϵ−3/2

)
次迭代内可获得满足 ‖𝑔𝑘 ‖ ≤ 𝑂 (ϵ) 且 λ1(𝐻𝑘) ≥ Ω(−

√
ϵ) 的点

𝑥𝑘 . 我们省略证明,因为证明过程仅需将精确量替换为上述不精确量.

定理 5.28

假设子问题 (5-2) 通过 Lanczos 方法以误差容限 𝑒𝑘 ≤ 𝑂 (ϵ1/2) 求解, 且近似解满足 条件 5.25.

则自适应 HSODM 在 𝑂
(
ϵ−3/2

)
次迭代内可得到满足 ‖𝑔𝑘 ‖ ≤ 𝑂 (ϵ) 以及 λ1(𝐻𝑘) ≥ Ω(−

√
ϵ) 的

点 𝑥𝑘 .
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5.A.2 二分法的复杂度

若没有二分法来确定 δ𝑘 , 则无法建立复杂度率。在本小节中, 我们简单验证使用 ℎ̂ 替代 ℎ 时, 二

分法依然有效。我们展示 ℎ与 ℎ̂之间的差异可以通过不精确性的质量来度量。

由于我们在搜索过程中允许容差 σ,因此可以将搜索区间 𝐼ℎ 与 ℎ𝑘 的真实区间 𝐼ℎ 关联起来. 我们

记 𝐼ℎ : [ℓ, ν]为 ℎ̂𝑘 的目标区间.

在开始之前,我们作出如下假设.

假设 5.29:对

齐次系统 (5-2),假设存在 σ𝐹 > 0,使得下式成立

𝑣𝑇𝐹𝑘𝑣 − λ1(𝐹𝑘) ≥ σ𝐹 , (5-68)

对于某个满足 ‖𝑣‖ = 1的 𝑣.

注意, 若 ‖𝐹𝑘 ‖ � 𝑒𝑘 , 则 (5-68) 无失一般性; 否则, Lanczos 方法几乎立即终止. 以下结果摘自第 3

章. 为完整起见,我们也给出证明.

引理 5.30

假设 σ𝐹 := λ2(𝐹𝑘) − λ1(𝐹𝑘) > 0,则对于 (5-59)中的 [𝑟𝑘 ;σ𝑘],有

‖ [𝑟𝑘 ;σ𝑘]‖ ≤ 𝑂
(√ 𝑒𝑘

σ𝐹

)
. (5-69)

并且如果 𝑣1 = [𝑣1; 𝑡1] ∈ 𝒮1(𝐹𝑘),则有

‖ [𝑣̂𝑘 ; 𝑡𝑘] − [𝑣1; 𝑡1] ‖ ≤ 𝑂
(√ 𝑒𝑘

σ𝐹

)
. (5-70)

Proof. 根据 (5-59),我们有

𝑑𝑇𝑘 𝐹𝑘𝑑𝑘 + γ𝑘 ‖𝑑𝑘 ‖2 = 0. (5-71)

我们可以将 𝑑𝑘 写成 𝑑𝑘 = α𝑣1 + 𝑠,其中 𝑠 ⊥ 𝑣1. 又因为 𝑑𝑘 为单位向量,则有

α2 + ‖𝑠‖2 = 1. (5-72)

则由 (5-71)可得
−θ𝑘 + 𝑒𝑘 ≥ −γ𝑘 = 𝑑𝑇𝑘 𝐹𝑘𝑑𝑘

= −θ𝑘α2 + 𝑠𝑇𝐹𝑘𝑠

≥ −θ𝑘α2 + (−θ𝑘 + σ𝐹)‖𝑠‖2.

(5-73)
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上式的第二个等式是通过展开 𝑑𝑘 且利用 𝑠 ⊥ 𝑣1 得到的. 这意味着

‖𝑠‖2 ≤ 𝑒𝑘
σ𝐹
. (5-74)

因此,有
𝑟𝑘 = 𝐹𝑘𝑑𝑘 + γ𝑘𝑑𝑘

= (𝐹𝑘 + γ𝑘 𝐼) (α𝑣1 + 𝑠)

= α(γ𝑘 − θ𝑘)𝑣1 + (𝐹𝑘 + γ𝑘 𝐼)𝑠.

(5-75)

由 (5-74),可得残差范数的界:

‖𝑟𝑘 ‖ ≤ α(θ𝑘 − γ𝑘) + ‖(𝐹𝑘 + γ𝑘 𝐼)𝑠‖

≤ α𝑒𝑘 + ‖𝐹𝑘 + γ𝑘 𝐼 ‖
√
𝑒𝑘
σ𝐹

≤ α𝑒𝑘 + 2𝑈𝐹
√
𝑒𝑘
σ𝐹
,

(5-76)

其中𝑈𝐹 表示 ‖𝐹𝑘 ‖的上界.

对于第二部分,注意

‖𝑑𝑘 − 𝑣1‖ =
√
‖𝑑𝑘 − 𝑣1‖2

=
√
2‖𝑠‖2 ≤ 𝑂

(√ 𝑒𝑘
σ𝐹

)
.

(5-77)

□

我们现在将辅助函数用 𝑡𝑘 表示，即

ℎ̂𝑘 (δ𝑘) = γ2𝑘 · 𝑔(𝑡𝑘), ℎ𝑘 (δ𝑘) = θ2𝑘 · 𝑔(𝑡𝑘), (5-78)

其中定义 𝑔(𝑡) = 𝑡2

1−𝑡2 ;注意，我们已经得到 𝑡𝑘 的上界. 现在我们将 ℎ̂𝑘 用 ℎ𝑘 的盒状区间界定如下.

引理 5.31:辅

函数 ℎ̂𝑘 可由函数 ℎ𝑘 同时给出上界与下界，具体为：

ℎ𝑘 (δ𝑘) − ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ≤ 2
ςℎ
γ𝑘
𝑒𝑘 + 2

√
ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | + 𝑜
(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
, (5-79)

以及

ℎ̂𝑘 (δ𝑘) − ℎ𝑘 (δ𝑘) ≤ 2
√
ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | + 𝑜
(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
. (5-80)
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Proof. 我们有

ℎ𝑘 (δ𝑘) − ℎ̂𝑘 (δ𝑘) = θ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) − γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘)

= θ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) − γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) + γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) − γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘)

= 𝑔(𝑡𝑘) (θ𝑘 + γ𝑘)(θ𝑘 − γ𝑘) + γ2𝑘 𝑔′(𝑡𝑘) (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘) + 𝑜
(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
≤ 2𝑔(𝑡𝑘)θ𝑘 𝑒𝑘 + γ2𝑘 |𝑔′(𝑡𝑘) | |𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | + 𝑜

(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
≤ 2𝑔(𝑡𝑘)θ𝑘 𝑒𝑘 + γ2𝑘 |𝑔′(𝑡𝑘) | |𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | + 𝑜

(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
.

(5-81)

关于 𝑔′(·)的部分,由于 𝑔′(·)是单调递增的,且根据前述分析 𝑡𝑘 有上界,故有

𝑔′(𝑡𝑘) =
2𝑡𝑘

(1 − (𝑡𝑘)2)2
≤ 2√ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ4𝑘

.

因此,由 (5-81)得到

ℎ𝑘 (δ𝑘) − ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ≤ 2
ςℎ
γ𝑘
𝑒𝑘 + 2

√
ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | + 𝑜
(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
.

类似地,有
ℎ̂𝑘 (δ𝑘) − ℎ𝑘 (δ𝑘) = γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) − θ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘)

= γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) − γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) + γ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘) − θ2𝑘 𝑔(𝑡𝑘)

≤ γ2𝑘 |𝑔′(𝑡𝑘) | |𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | + 𝑜
(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
≤ 2√ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | + 𝑜
(
|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |

)
.

□

由此可见,当 Lanczos方法求解的足够精确时,搜索过程仍然可以正常进行.

如果搜索过程基于 ℎ̂𝑘，令目标区间为 𝐼ℎ = [ℓ, ν]，则有如下推论。

推论 5.32

假设存在区间 𝐼ℎ = [ℓ, ν]使得 ℎ̂𝑘 ∈ 𝐼ℎ，那么满足 ℎ𝑘 ∈ 𝐼ℎ 的区间

𝐼ℎ :=

[
ℓ + 2 ςℎ

γ𝑘
𝑒𝑘 + 2

√
ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |, ν − 2
√
ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 |
]

满足。

忽略高阶项，上述结果的一个直接后果是：如果 ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ∉ 𝐼ℎ，则必有 ℎ𝑘 (δ𝑘) ∉ 𝐼ℎ。只要区间 𝐼ℎ

的长度足够大，精确区间 𝐼ℎ 就不会为空，从而二分法是良定义的。具体来说，通过允许 σ 作为 𝐼ℎ

的长度，就能保证存在非平凡的 𝐼ℎ。
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引理 5.33

假设 (5-64)成立，且区间 𝐼ℎ 的长度为 σ，则区间 𝐼ℎ 的长度至少为 σ
2。

Proof. 注意，当 (5-64)以及 (5-85)成立时，我们有

2
√
ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 | ≤ 2
√
ςℎ

(
γ2𝑘 + ςℎ

)3/2
γ2𝑘

√
𝑒𝑘
σ𝐹
≤ 1
8
σ, 2

ςℎ
γ𝑘
𝑒𝑘 ≤

1
8
σ.

将上述不等式与 𝐼ℎ 的长度相结合，即可证明结论。 □

综上所述，我们有以下定理。

定理 5.34

在某一迭代点 𝑥𝑘，假设子问题 (5-2)被求解以满足 条件 5.25以及 条件 5.35，则二分法在至多

𝑂

(
log

(
ςℎ𝑈ϕ𝑈𝐻

ℎminσ

))
(5-82)

次迭代内输出某个 δ𝑘 使得 ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ∈ 𝐼ℎ 在容差 σ 内成立。

Proof. 综合前述所有结果，我们注意到将 ℎ𝑘 ∈ 𝐼ℎ 的条件可以隐式地通过尝试 ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ∈ 𝐼ℎ 来实

现。我们让二分法在 ℎ̂𝑘 (δ𝑘) ∉ 𝐼ℎ 时继续进行，此时必有 ℎ𝑘 (δ𝑘) ∉ 𝐼ℎ。由于从 𝐼ℎ 长度为 σ 可保证

|𝐼ℎ | > σ
2，因此二分法所需的算术运算次数与精确情况相同。 □

5.A.3 处理困难情况

不同于使用精确特征值的方法，不精确二分法过程与困难情况交织在一起。当 𝑡𝑘 = 0 时，根据

(5-59a)–(5-59d)得到的不精确困难情况为 (
𝐻𝑘 + γ𝑘 𝐼

)
𝑣̂𝑘 = 𝑟𝑘 , (5-83a)

𝑣̂𝑘 ⊥ 𝑟𝑘 , ϕ𝑇𝑘 𝑣̂𝑘 = σ𝑘 , (5-83b)

𝐹𝑘 + γ𝑘 𝐼 + 𝑒𝑘 𝐼 � 0, (5-83c)

其中 𝑡𝑘 = 0 不再意味着我们获得了 λ1(𝐻𝑘) 的精确值。我们采用与 [81] Algorithm 3 相同的扰动处理

方法，同时使用 Ritz 对。为完整起见，我们在 算法 5-2 中给出该方法。记当前迭代为 𝑘，随后迭代

记为 𝑖：𝑘, 𝑘 + 1, . . . , 𝑘 + 𝑖, . . .
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算法 5-4:困难情况的扰动处理

1 输入：当前迭代 𝑘，𝑥𝑘 ∈ ℝ𝑛，𝑔𝑘，𝐻𝑘，ℎ̂𝑘−1, δ𝑘−1，其中满足 𝑔𝑘 ⊥ 𝒮1;
2 for 𝑖 = 0, 1, . . . do

3 令

ϕ𝑘+1 = ϕ𝑘 +
(
sign(σ𝑘)

ςϕγ
2
𝑘

4ν

)
· 𝑣̂𝑘 . (5-84)

计算区间

𝐼ℎ := [ι2
√
ℎ̂𝑘+𝑖−1, ι3

√
ℎ̂𝑘+𝑖−1] .

repeat // 通过二分法进行内层迭代 𝑗，参见 ??

4 求解 GHM子问题

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1


𝑣

𝑡


𝑇 

ℎ̂𝑘 ϕ𝑘+𝑖

(ϕ𝑘+𝑖)𝑇 δ𝑘+𝑖, 𝑗



𝑣

𝑡


得到解 [𝑣̂𝑘+𝑖, 𝑗 ; 𝑡𝑘+𝑖, 𝑗]；令 𝑑𝑘+𝑖, 𝑗 = 𝑣̂𝑘+𝑖, 𝑗/𝑡𝑘+𝑖, 𝑗，并定义 ℎ̂𝑘+𝑖 :=

(
θ𝑘+𝑖, 𝑗/‖𝑑𝑘+𝑖, 𝑗 ‖

)2;
5 更新 δ𝑘+𝑖, 𝑗，令 𝑗 = 𝑗 + 1.

6 until
√
ℎ̂𝑘+𝑖 ∈ 𝐼ℎ在容差 σ内成立;

7 令 𝑑𝑘+𝑖 = 𝑑𝑘+𝑖, 𝑗，δ𝑘+𝑖 = δ𝑘+𝑖, 𝑗 ;

8 计算

ρ𝑘,𝑖 =
𝑓 (𝑥𝑘 + 𝑑𝑘+𝑖) − 𝑓 (𝑥𝑘)
𝑚𝑘 (𝑑𝑘+𝑖) − 𝑓 (𝑥𝑘)

.

if ρ𝑘+𝑖 ≥ ι1 then
9 跳出

条件 5.35

假设 Lanczos方法一直执行，直到不精确性 𝑒𝑘 满足

𝑒𝑘 ≤ min

γ𝑘σ

16ςℎ
,
σ2σ𝐹
256

γ4𝑘(
γ2𝑘 + ςℎ

)3  . (5-85)

虽然 𝑡𝑘 = 0不再直接产生 𝐻𝑘 的特征对，但若残差 𝑟𝑘 , σ𝑘 可容忍，γ𝑘 , 𝑣̂𝑘 仍然可作为 𝐻𝑘 左侧特

征对的近似。
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引理 5.36

假设发生 𝑡𝑘 = 0，则有

γ𝑘 ≤ −λ1(𝐻𝑘). (5-86)

此外，假设 𝑣̂𝑘 = α𝑣1 + 𝑠,其中 𝑣1 为对应于 λ1(𝐻𝑘)的特征向量，且 𝑠 ⊥ 𝑣1,则有

α ≥
√
1 − 𝑒𝑘

σ𝐻
, (5-87)

其中 σ𝐻 := λ2(𝐻𝑘) − λ1(𝐻𝑘).

Proof. 将 (5-83a)两边左乘 𝑣̂𝑘，并注意到 𝑣̂𝑘 ⊥ 𝑟𝑘，得到

𝑣̂𝑇𝑘𝐻𝑘 𝑣̂𝑘 = −γ𝑘 ‖𝑣̂𝑘 ‖2.

因此可得 (5-86). 为验证 (5-87)，注意前一引理表明

‖𝑠‖ ≤
√
𝑒𝑘
σ𝐻

,

再结合 α2 + ‖𝑠‖2 = 1，即可得到 (5-87). □

在精确情形下，对于以下的每个迭代 𝑖，我们基于先前的 ℎ𝑘+𝑖−1 对 ϕ𝑘+𝑖 进行扰动。当逐步增大

ℎ𝑘+𝑖 时，我们使用以 𝑗 为指标的二分法来寻找 δ𝑘+𝑖, 𝑗。我们将证明最终能产生一次成功的迭代；一旦

成功，该迭代必满足 假设 5.24。我们接下来证明这些目标可以通过 Ritz向量来实现。

引理 5.37

假设在第 𝑘 次迭代时发生 𝑡𝑘 = 0且 ℎ̂𝑘+1 的搜索区间为 [ℓ, ν]。若按照 (5-84)设定 ϕ𝑘，并且不

精确性 𝑒𝑘+1 满足

𝑒𝑘+1 ≤ 𝑒𝑘 ≤
−2‖ϕ𝑘 ‖ +

√
4‖ϕ𝑘 ‖2 +

ςϕγ
2
𝑘

ν

(
‖ϕ𝑘 ‖ +

ςϕγ
2
𝑘

2ν

)
2‖ϕ𝑘 ‖ +

ςϕγ
2
𝑘

ν

, (5-88)

则后续的 𝑡𝑘+1 ≠ 0，即困难情况被消除。

Proof. 我们采用反证法证明。假设 𝑡𝑘+1 = 0，记 𝑣̂𝑘+1 = α1𝑣1 + 𝑠1。根据 引理 5.36，有 α1 ≥
√
1 − 𝑒𝑘+1

σ𝐻
。
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于是有

𝑣̂𝑇𝑘+1ϕ𝑘+1 =
(
ϕ𝑘 + sign(σ𝑘)

ςϕγ
2
𝑘

4ν
𝑣̂𝑘

)𝑇
𝑣̂𝑘+1

= ϕ𝑇𝑘 𝑣̂𝑘+1 + sign(σ𝑘)
ςϕγ

2
𝑘

4ν
𝑣̂𝑇𝑘 𝑣̂𝑘+1

= ϕ𝑇𝑘 𝑣̂𝑘 + ϕ𝑇𝑘 (𝑣̂𝑘+1 − 𝑣̂𝑘) + sign(σ𝑘)
ςϕγ

2
𝑘

4ν
𝑣̂𝑇𝑘 𝑣̂𝑘+1

= σ𝑘 + ϕ𝑇𝑘 (𝑣̂𝑘+1 − 𝑣̂𝑘) + sign(σ𝑘)
ςϕγ

2
𝑘

4ν
𝑣̂𝑇𝑘 𝑣̂𝑘+1

= σ𝑘 + ϕ𝑇𝑘 (α1𝑣1 + 𝑠1 − α𝑣1 − 𝑠) + sign(σ𝑘)
ςϕγ

2
𝑘

4ν
(αα1 + 𝑠𝑇 𝑠1).

在最后一步中，我们使用了 𝑣̂𝑘+1 = α1𝑣1 + 𝑠1 以及 𝑣̂𝑘 = α𝑣1 + 𝑠。利用 𝑒𝑘+1 ≤ 𝑒𝑘，可得��𝑣̂𝑇𝑘+1ϕ𝑘+1�� ≥ σ𝑘 + ςϕγ2𝑘4ν

(√
1 − 𝑒𝑘+1

σ𝐻

√
1 − 𝑒𝑘

σ𝐻
− ‖𝑠‖‖𝑠1‖

)
− ‖ϕ𝑘 ‖




((α1 − α)𝑣1 + 𝑠1 − 𝑠)



≥ σ𝑘 +

ςϕγ
2
𝑘

4ν

(√
1 − 𝑒𝑘+1

σ𝐻

√
1 − 𝑒𝑘

σ𝐻
−

√
𝑒𝑘
σ𝐻

√
𝑒𝑘+1
σ𝐻

)
− ‖ϕ𝑘 ‖

(��α1 − α�� + ‖𝑠1‖ + ‖𝑠‖)
≥ σ𝑘 +

ςϕγ
2
𝑘

4ν

(
1 − 2 𝑒𝑘

σ𝐻

)
− ‖ϕ𝑘 ‖

(
1 −

√
1 − 𝑒𝑘

σ𝐻
+ 2

√
𝑒𝑘
σ𝐻

)
> σ𝑘 +

ςϕγ
2
𝑘

4ν

(
1 − 2 𝑒𝑘

σ𝐻

)
− ‖ϕ𝑘 ‖

( 𝑒𝑘
σ𝐻
+ 2

√
𝑒𝑘
σ𝐻

)
.

最后一不等式利用了当 0 < 𝑥 < 1时有 1 −
√
1 − 𝑥2 ≤ 𝑥2。由此，根据 (5-88)可知��𝑣̂𝑇𝑘+1ϕ𝑘+1�� > σ𝑘 ,

这与 𝑡𝑘+1 = 0矛盾，从而证明了命题。 □

我们现在证明 算法 5-2会逐步产生满足 假设 5.24的 ϕ𝑘+1。

引理 5.38

假设在第 𝑘 次迭代时发生困难情况，我们按照 (5-84) 对梯度进行扰动，并求得 δ𝑘+1 使得

ℎ̂𝑘+1(δ𝑘+1) ∈ [ℓ, ν]且满足 𝑒𝑘+1 ≤
√
ℎmin‖𝑑𝑘+1‖，那么在第 (𝑘 + 1)次迭代时，有

‖∇ 𝑓 (𝑥𝑘+1) − ϕ𝑘+1‖ ≤ κϕ‖𝑑𝑘+1‖2.

Proof. 由 引理 5.37已证明 𝑡𝑘+1 ≠ 0，因此 𝑑𝑘+1 是良定义的。从 (5-83c)可知，√
ℎ̂𝑘+1(δ𝑘+1)‖𝑑𝑘+1‖ ≥ −λ1(𝐹𝑘+1) − 𝑒𝑘+1 ≥ −λ1(𝐻𝑘) − 𝑒𝑘+1.

整理得

‖𝑑𝑘+1‖ ≥ −
λ1(𝐻𝑘)
2ν

≥ −γ𝑘
2ν
,
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由于在发生困难情况时不更新，则有

‖∇ 𝑓 (𝑥𝑘+1) − ϕ𝑘+1‖ =
ςϕγ

2
𝑘

4ν
‖𝑑𝑘+1‖2.

令 κϕ =
ςϕγ

2
𝑘

4ν ，便得证。 □

剩下的工作是证明在发生困难情况时，算法 5-2 最终会产生一次成功的迭代。该证明与原论

文 [81] Theorem 3.5中的证明完全相同，这里省略。

定理 5.39

算法 5-2 最多需要 blogι2
ςℎ

ℎ̂𝑘−1 (δ𝑘−1 )
c + 1 次迭代即可获得一次成功步。此外，假设 5.24 必然成

立。
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第六章 齐次同伦法

再此之前，我们都是对一般 (二阶) Lipschitz 连续的函数进行分析。有时全局 Lipschitz 条件是

不满足的，反而具有一些局部性质。在本节中，我们假设目标函数满足自协 Lipschitz 条件 [111]，并

提出同伦 HSODM，这是一种 HSODF对此类问题的具体实现。

第一节 自协 Lipschitz函数与同伦模型

我们首先给出定义如下。

定义 6.1:自协 (二阶) Lipschitz条件

若函数 𝑓 满足以下条件，则称其为 自协 Lipschitz：存在常数 β > 0使得对于任意 𝑥 ∈ dom( 𝑓 )，
有：

‖∇ 𝑓 (𝑥 + 𝑑) − ∇ 𝑓 (𝑥) − ∇2 𝑓 (𝑥)𝑑‖ ≤ β · 𝑑𝑇∇2 𝑓 (𝑥)𝑑, (6-1)

其中 𝑑 满足 ‖𝑑‖ ≤ 𝐶，且 𝑥 + 𝑑 ∈ dom( 𝑓 )，其中 𝐶 > 0。

我们称满足该条件的函数为自协 (二阶) Lipschitz函数，或 β-自协 Lipschitz函数。实际上，

许多函数 (参见 第 6.1.1 节) 都满足上述 自协 Lipschitz 条件。我们可以将 自协 Lipschitz 条件看作是

凸优化中一类 ‘‘缩放 Lipschitz条件 (scaled Lipschitz condition, SLC)’’的简化版本 [46,102]。事实上，该

函数类在机器学习问题中广泛出现，尤其是在 Hessian矩阵因高度稀疏的数据结构而退化的情况下。

6.1.1 自协 Lipschitz函数的基本性质

我们首先提供一些基本性质。

引理 6.2

如果函数 𝑓 满足 自协 Lipschitz条件，则 𝑓 是凸的。

Proof. 不等式 (6-1)表明对于所有 𝑥 ∈ dom( 𝑓 )，∇2 𝑓 (𝑥) � 0。因此， 𝑓 是凸的。 □

Remark 6.3

上述推论并不表明 自协 Lipschitz 函数是严格凸或强凸的，这意味着我们允许 Hessian 的退

化。

现在我们展示 自协 Lipschitz函数一些有用性质，使我们能够推导出更多“复杂”的例子。值得注
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意的是，我们展示了 自协 Lipschitz 函数空间在正标量乘法和求和下是封闭的。这一性质在变量的

仿射变换中也得以保留。

引理 6.4:自协 Lipschitz函数的和

设 𝑓𝑖 是满足 (6-1)的 β𝑖-自协 Lipschitz函数，其中 β𝑖 ≥ 0，对于 𝑖 = 1, · · · , 𝑚。则 ∑𝑚
𝑖=1 𝑓𝑖 是一

个 自协 Lipschitz函数。

Proof. 根据 定义 6.1，对于任何点 𝑥 ∈ ⋂𝑚
𝑖=1 dom( 𝑓𝑖)，有




 𝑚∑

𝑖=1
∇ 𝑓𝑖 (𝑥 + 𝑑) −

𝑚∑
𝑖=1
∇ 𝑓𝑖 (𝑥) −

(
𝑚∑
𝑖=1
∇2 𝑓𝑖 (𝑥)

)
𝑑







≤

𝑚∑
𝑖=1



∇ 𝑓𝑖 (𝑥 + 𝑑) − ∇ 𝑓𝑖 (𝑥) − ∇2 𝑓𝑖 (𝑥)𝑑


≤ max

1≤𝑖≤𝑚
{β𝑖} · 𝑑𝑇

𝑚∑
𝑖=1
∇2 𝑓𝑖 (𝑥)𝑑,

当我们选择 ‖𝑑‖ ≤ min1≤𝑖≤𝑚𝐶𝑖 时。 □

引理 6.5:常数系数的自协 Lipschitz

假设函数 𝑓 满足 β-自协 Lipschitz条件，则对于任何系数 𝑐 > 0，函数 𝑐 · 𝑓 是 𝑐β-自协 Lipschitz。

Proof. 自协 Lipschitz函数的定义直接得出结果。 □

引理 6.6:复合函数

复合函数 𝑓 (𝑥) = ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)是 自协 Lipschitz，如果 ϕ(·)是 β-自协 Lipschitz。

Proof. 注意到 ∇ 𝑓 (𝑥) = 𝐴𝑇∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)和 ∇2 𝑓 (𝑥) = 𝐴𝑇∇2ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)𝐴，那么对于任何使得 𝐴𝑥 − 𝑏 ∈
dom(ϕ)的点 𝑥，我们有

‖∇ 𝑓 (𝑥 + 𝑑) − ∇ 𝑓 (𝑥) − ∇2 𝑓 (𝑥)𝑑‖

= ‖𝐴𝑇 (∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏 + 𝐴𝑑) − ∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏) − ∇2ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)𝐴𝑑)‖

≤ ‖𝐴𝑇 ‖ · ‖∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏 + 𝐴𝑑) − ∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏) − ∇2ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)𝐴𝑑‖

≤ ‖𝐴𝑇 ‖ · β · (𝐴𝑑)𝑇∇2ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)(𝐴𝑑)

= ‖𝐴𝑇 ‖β · 𝑑𝑇∇2 𝑓 (𝑥)𝑑.
□
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此外，我们提供了确保 自协 Lipschitz的充分条件。

引理 6.7:充分条件

设函数 ϕ(𝑦)，𝑦 ∈ ℝ𝑚 是标准 𝑀 二阶利普希茨连续且 µ强凸的，则函数 𝑓 (𝑥) = ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)对
于所有满足 𝑦 = 𝐴𝑥 − 𝑏在 ϕ的定义域内的 𝑥 ∈ ℝ𝑛，是 自协 Lipschitz，其中 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛，𝑚 ≤ 𝑛
是一个具有秩 𝑚 的常数系数矩阵。

Proof. 根据 引理 6.6的类似论证，得到

‖∇ 𝑓 (𝑥 + 𝑑) − ∇ 𝑓 (𝑥) − ∇2 𝑓 (𝑥)𝑑‖

= ‖𝐴𝑇 (∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏 + 𝐴𝑑) − ∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏) − ∇2ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)𝐴𝑑)‖

≤ ‖𝐴𝑇 ‖ · ‖∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏 + 𝐴𝑑) − ∇ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏) − ∇2ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)𝐴𝑑‖

≤ ‖𝐴𝑇 ‖ · 𝑀
2
‖𝐴𝑑‖2 ≤ ‖𝐴𝑇 ‖ · 𝑀

2µ
· 𝑑𝑇 (𝐴𝑇∇2ϕ(𝐴𝑥 − 𝑏)𝐴)𝑑 =

‖𝐴𝑇 ‖𝑀
2µ

· 𝑑𝑇∇2 𝑓 (𝑥)𝑑.

设 β = ‖𝐴
𝑇 ‖𝑀
2µ ，则证明完成。 □

推论 6.8:充分条件

如果函数 𝑓 是标准二阶利普希茨连续且 µ强凸的，则它是 自协 Lipschitz。

我们可以利用上述结果验证逻辑回归问题：例 1.1. 为了方便，我们重新写出该问题：

𝑓 (𝑥) = 1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

log
(
1 + 𝑒−𝑏𝑖 ·𝑎𝑇𝑖 𝑥

)
+ γ
2
‖𝑥‖2, (6-2)

其中 γ > 2
𝑚

∑𝑚
𝑖=1 ‖𝑎𝑖 ‖2，𝑎𝑖 ∈ ℝ𝑛，𝑏𝑖 ∈ {−1, 1}，𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚。则函数 𝑓 (𝑥)满足 自协 Lipschitz条

件。

Proof. 我们首先设

ν = λmax

(
1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

𝑏2𝑖 · 𝑎𝑖𝑎𝑇𝑖

)
为最大特征值。然后定义单变量函数 ϕ(𝑦) = log (1 + 𝑒−𝑦) + γ

2ν · 𝑦2，𝑦 ∈ ℝ，则 ϕ(𝑦)是标准二阶利普

希茨连续且 γ
ν 强凸的。通过 引理 6.7，这意味着

𝑔𝑖 (𝑥) = ϕ𝑖 (𝑏𝑖 · 𝑎𝑇𝑖 𝑥) = log
(
1 + 𝑒−𝑏𝑖 ·𝑎𝑇𝑖 𝑥

)
+ γ ·

(𝑏𝑖 · 𝑎𝑇𝑖 𝑥)2

2ν
,

对于所有 𝑖 = 1, . . . , 𝑚，都是 自协 Lipschitz。接下来需要看的是

ℎ(𝑥) = 𝑥𝑇
(
γ

2
𝐼 − γ

2ν
1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

𝑏2𝑖 · 𝑎𝑖𝑎𝑇𝑖

)
𝑥
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是一个凸二次函数，因此也是 自协 Lipschitz。使用加法规则，我们看到函数 𝑓 是 𝑔𝑖 (𝑥)和 ℎ(𝑥)的求

和，即

𝑓 (𝑥) = 1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑥) + ℎ(𝑥).

结合 引理 6.4和 引理 6.5，我们得出 𝑓 (𝑥)满足 自协 Lipschitz条件。 □

6.1.1.1 同伦模型

我们考虑满足 (6-1)性质的同伦模型：

min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥) + µ
2
‖𝑥‖2. (6-3)

该模型在 [172] 提出的路径跟踪法中被用于求解凸优化问题，通过构造一系列良性、严格凸的子

问题来处理退化情况。该同伦模型具有以下性质。

引理 6.9: [172]

设 𝑓 为二阶连续可微的凸函数，且其值下界有界，𝑥∗ 为 𝑓 (𝑥) 的最小 ℓ2 范数解。令 𝑥µ =

argmin
{
𝑓 (𝑥) + µ

2 ‖𝑥‖2
}
，则：

(𝑎) 对于任意 µ > 0，𝑥µ 是唯一的，并且当 µ变化时，𝑥µ 形成一条连续路径；

(𝑏) 𝑓 (𝑥µ)是 µ的单调递增函数，而 ‖𝑥µ‖是 µ的单调递减函数；

(𝑐) 当 µ→ 0+时，𝑥µ 收敛至 𝑥∗；

(𝑑) 当 µ→∞时，𝑥µ → 0。

由于原文并未提供完整的分析，我们在给出简要证明。

Proof. 由于正则化目标函数 𝑓 (𝑥) + µ2 ‖𝑥‖2 对于任意给定的 µ > 0都是强凸的，因此其最小化解 𝑥µ 是

唯一的。同时，由于 𝑥µ = −∇ 𝑓 (𝑥µ)/µ，结合 ∇ 𝑓 (𝑥µ)的连续性和 1
µ 的连续性，可知 𝑥µ 是连续函数，

从而第一条性质成立。

对于第二条性质，取任意 0 < µ′ < µ，有：

𝑓 (𝑥µ′) +
µ′

2
‖𝑥µ′ ‖2 < 𝑓 (𝑥µ) +

µ′

2
‖𝑥µ‖2, (6-4)

以及

𝑓 (𝑥µ) +
µ

2
‖𝑥µ‖2 < 𝑓 (𝑥µ′) +

µ

2
‖𝑥µ′ ‖2. (6-5)

将 (6-4)和 (6-5)两式相加并整理，得到：
µ − µ′
2
‖𝑥µ′ ‖2 >

µ − µ′
2
‖𝑥µ‖2.
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由于 µ − µ′ > 0，可得 ‖𝑥µ′ ‖ > ‖𝑥µ‖，即 ‖𝑥µ‖是 µ的严格单调递减函数。将 ‖𝑥µ′ ‖ > ‖𝑥µ‖代入不等

式 (6-4)，进一步得到： 𝑓 (𝑥µ′) < 𝑓 (𝑥µ),从而证明了第二条性质。

现在我们证明第三条性质。由定义，𝑥∗ 是 𝑓 (𝑥) 的最小 ℓ2 范数解，因此 ∇ 𝑓 (𝑥∗) = 0。结合

𝑥µ = argmin
{
𝑓 (𝑥) + µ

2 ‖𝑥‖2
}
，有：

∇ 𝑓 (𝑥µ) − ∇ 𝑓 (𝑥∗) + µ𝑥µ = 0.

将两边同时乘以 𝑥µ − 𝑥∗，利用 𝑓 的凸性，得到：

−µ(𝑥µ − 𝑥∗)𝑇𝑥µ = (𝑥µ − 𝑥∗)𝑇 (∇ 𝑓 (𝑥µ) − ∇ 𝑓 (𝑥∗)) ≥ 0.

进一步推出：‖𝑥µ‖2 ≤ 𝑥𝑇µ𝑥∗ ≤ ‖𝑥∗‖‖𝑥µ‖,即对于任意 µ > 0，有 ‖𝑥µ‖ ≤ ‖𝑥∗‖。由 𝑥∗的唯一性，可得

limµ→0+ 𝑥µ = 𝑥∗。

对于第四条性质，假设 𝑥µ → 𝑧 ∈ ℝ𝑛 ≠ 0当 µ→∞，则可以选取 µ > 2( 𝑓 (0)− 𝑓 (𝑧) )
‖𝑥∗ ‖2−‖𝑧 ‖2 ，从而得到：

𝑓 (𝑧) + µ
2
‖𝑧‖2 > 𝑓 (0).

该不等式与 𝑥µ = argmin
{
𝑓 (𝑥) + µ

2 ‖𝑥‖2
}

矛盾，因此第四条性质成立。 □

上述引理表明，当 µ逐渐趋于 0时，轨迹 {𝑥µ}µ→0 收敛至最优解 𝑥∗。此外，基于这些性质，我

们得到以下结果。

推论 6.10:同伦解的有界性

给定一个单调递减序列 {µ𝑘}∞𝑘=0，使得 µ𝑘 → 0，则对于任意 𝑥µ𝑘 = argmin
{
𝑓 (𝑥) + µ𝑘

2 ‖𝑥‖2
}
，

有：‖𝑥µ𝑘 ‖ ≤ ‖𝑥∗‖。

该结果由 引理 6.9的第二、三条直接推出。

类似于内点法，我们可以通过最小化一系列 {µ𝑘}∞𝑘=0 所定义的同伦模型，并在每次迭代 𝑘 使用

牛顿法求解最优方程：

∇ 𝑓 (𝑥) + µ𝑘 · 𝑥 = 0.

在算法框架中，若惩罚参数 µ𝑘 以线性速率递减，例如：

µ𝑘+1 = ρ𝑘 · µ𝑘 , 0 < ρ𝑘 < 1,

则可以预期该方法具有全局线性收敛速率。由于该方法和内点法一般依赖于求解线性系统，因此自

然的想法是设计一种同伦 HSODM。我们观察到，对于某个 µ，牛顿法求解 (6-3)的二阶模型 𝑚𝐻：

𝑚𝐻 (𝑥, 𝑑) − 𝑓 (𝑥) = ∇ 𝑓 (𝑥)𝑇𝑑 + 1
2
𝑑𝑇∇2 𝑓 (𝑥)𝑑 + µ

2
‖𝑥 + 𝑑‖2

= (∇ 𝑓 (𝑥) + µ · 𝑥)𝑇 𝑑 + 1
2
𝑑𝑇 (∇2 𝑓 (𝑥) + µ𝐼)𝑑 + µ

2
‖𝑥‖2. (6-6)
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相比于 (3-8)，(6-6)额外包含当前点 𝑥 相关的信息。因此，OHM无法直接应用于 (6-6)。得益于 GHM

中 δ, ϕ的灵活性，我们可以对 (6-6)进行齐次化：

𝐹𝐻 (𝑥) :=


∇2 𝑓 (𝑥) ∇ 𝑓 (𝑥) + µ · 𝑥
∇ 𝑓 (𝑥)𝑇 + µ · 𝑥𝑇 −µ

 . (6-7)

构造 ψ𝐻 (𝑣, 𝑡; 𝐹𝐻) = [𝑣; 𝑡]𝑇𝐹𝐻 [𝑣; 𝑡]，则在适当缩放 µ并设定 𝑑 := 𝑣/𝑡 且 𝑡 ≠ 0 时，该表达式等价于

(6-6)：

𝑚𝐻 (𝑥, 𝑑) − 𝑓 (𝑥) = 1
2𝑡2

ψ𝐻 (𝑣, 𝑡; 𝐹𝐻) + µ
2

(
‖𝑥‖2 + ‖[𝑣; 𝑡] ‖2

)
.

类似地，我们可以求解带有单位球约束的 GHM：

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1

ψ𝐻 (𝑣, 𝑡; 𝐹𝐻). (6-8)

本质上，这是一个对称特征值问题，因为 (6-8)的最优解总是达到单位球面，参见引理 4.17.

6.1.2 同伦 HSODM

利用 (6-7) 中定义的特定 GHM，我们可以构造同伦HSODM (算法 6-1) ，其中 {µ𝑘}∞𝑘=0 以线性

速率递减。在外层迭代 𝑘 处，我们更新 µ𝑘。然后，对于每个中间目标，我们应用一系列 GHMs (算

法 6-2) 来计算一个近似的中心。我们用 𝑥𝑘, 𝑗 表示 算法 6-1 中的迭代点，其中 𝑘 是外层迭代次数， 𝑗

计算内层 GHM次数。

算法 6-1:同伦 HSODM

1 初始化: 初始点 𝑥0,0 = 0，迭代计数 𝑘 = 0，参数 µ0 = 2(β + 1) (1 + ‖𝑔0,0‖2);
2 for 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐾 do

3 计算 (𝑥𝑘, 𝑗 , ρ𝑘) = iACGHM(𝑥𝑘,0,µ𝑘);
4 更新 µ𝑘+1 = ρ𝑘 · µ𝑘 ;
5 设定 𝑥𝑘+1,0 := 𝑥𝑘, 𝑗 ;

6 输出 𝑥𝐾+1,0。

值得注意的是，对于每个 µ𝑘，算法 6-2 在迭代点满足近似居中条件 (由 µ𝑘 和 自协 Lipschitz 常

数 β 控制，见 行 3)时终止。我们证明 算法 6-2具有二次收敛速率，并且对于每个 µ𝑘 至多需要 2次

GHM 计算。此外，类似于内点法，每个 µ𝑘 关联的最后一次内层迭代点 𝑥𝑘, 𝑗 也位于 𝑥µ𝑘 的邻域内。

进一步地，随着 µ𝑘 → 0，该邻域的宽度逐渐缩小，并且邻域内的每个点相对于 𝑥µ𝑘 都具有固定的偏

差界限。
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算法 6-2: 通过 GHM计算的不精确近似中心 (iACGHM)

1 输入: 𝑥𝑘,0, µ𝑘 ;

2 for 𝑗 = 0, . . . ,𝒯𝑘 do

3 if ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖ ≤ µ𝑘

1+3(β+1) then

4 计算 ρ𝑘 =
3(β+1) (1+‖𝑥𝑘, 𝑗 ‖ )
1+3(β+1) (1+‖𝑥𝑘, 𝑗 ‖ ) ;

5 返回 (𝑥𝑘, 𝑗 , ρ𝑘);

6 else

7 求解 GHM子问题的解 [𝑣𝑘, 𝑗 ; 𝑡𝑘, 𝑗]

min
‖ [𝑣;𝑡 ] ‖≤1


𝑣

𝑡


𝑇 

𝐻𝑘, 𝑗 𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗
(𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗)𝑇 −µ𝑘



𝑣

𝑡

 ; (6-9)

设定 𝑑𝑘, 𝑗 = 𝑣𝑘, 𝑗/𝑡𝑘, 𝑗 并更新 𝑥𝑇, 𝑗+1 = 𝑥𝑘, 𝑗 + 𝑑𝑘, 𝑗 ;

第二节 收敛性分析

在本小节中，我们分析 算法 6-1的收敛性质。我们证明，如果 µ𝑘 以几何速率递减，则算法具有

线性收敛速率。此外，对于每个 µ𝑘，相应的同伦模型可以通过有限次 GHM (6-7)进行求解。与用于

非凸和二阶 Lipschitz连续凸函数的 算法 5-1不同，算法 6-1不需要 假设 5.24。

6.2.1 近似居中条件的性质

我们首先给出关于近似居中条件的结果。

引理 6.11:中心路径的宽度

设 𝑓 为凸函数，若迭代点 𝑥𝑘, 𝑗 满足近似居中条件：

‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖ ≤
µ𝑘

1 + 3(β + 1) ,

则有

‖𝑥𝑘, 𝑗 − 𝑥µ𝑘 ‖ ≤
1

1 + 3(β + 1) ,

其中 𝑥µ𝑘 = argmin
{
𝑓 (𝑥) + µ𝑘

2 ‖𝑥‖2
}
。

Proof. 由于目标函数 𝑓 (𝑥) + µ𝑘

2 ‖𝑥‖2 是 µ𝑘-强凸的，根据 [125] Theorem 2.1.10，可得：

µ𝑘 ‖𝑥𝑘, 𝑗 − 𝑥µ𝑘 ‖ ≤ ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖.

137



第六章 齐次同伦法

结合近似居中条件，进一步得到：

‖𝑥𝑘, 𝑗 − 𝑥µ𝑘 ‖ ≤
1

1 + 3(β + 1) .

□

6.2.2 GHM的基本特性

接下来，我们讨论特定 GHM (6-9) 的基本性质。特别地，下面引理中的 (a) 说明了困难情况不

会发生。

引理 6.12:同伦 GHM的最优性条件

设 𝑓 满足 自协 Lipschitz条件。对于 µ𝑘 > 0，令 ( [𝑣𝑘, 𝑗 ; 𝑡𝑘, 𝑗],−θ𝑘, 𝑗)为 GHM (6-9)的最优原对

偶解，则：

(𝑎) 𝑡𝑘, 𝑗 ≠ 0, θ𝑘, 𝑗 > 0；

(𝑏) θ𝑘, 𝑗 − µ𝑘 ≤ ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖；

(𝑐) 令 𝑑𝑘, 𝑗 = 𝑣𝑘, 𝑗/𝑡𝑘, 𝑗，则 𝑑𝑘 满足：

‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖ ≤
‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖

µ𝑘
, 𝑑𝑇𝑘, 𝑗𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 ≤

‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖2

µ𝑘
.

Proof. 对于 (a)，在同伦HSODM的 GHM (6-8)中，对角线元素设为 δ𝑘, 𝑗 = −µ𝑘 < 0。由于 𝑓 (·)是凸

函数，并结合 引理 4.8的结果，有 δ𝑘, 𝑗 < α̃1，从而保证 𝑡𝑘, 𝑗 ≠ 0。由 引理 4.17，单位球约束始终处于

活动状态，意味着 λ1(𝐹𝑘, 𝑗) < 0，因此 θ𝑘, 𝑗 > 0。

(b)由 引理 4.5直接推出。

(c)由 (3-10)，𝑑𝑘 满足：

𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 + θ𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 = −𝑔𝑘, 𝑗 − µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ,

进而可得：

‖𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 ‖2 + θ2𝑘, 𝑗 ‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖2 + 2θ𝑘, 𝑗𝑑𝑇𝑘, 𝑗𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 = ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖2.

由于交叉项 𝑑𝑇𝑘, 𝑗𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 ≥ 0且 θ𝑘, 𝑗 ≥ −δ𝑘, 𝑗 = µ𝑘 > 0，可得：

‖𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 ‖ ≤ ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖, θ𝑘, 𝑗 ‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖ ≤ ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖.

于是 𝑑𝑘, 𝑗 的范数满足：

‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖ ≤
‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖

θ𝑘, 𝑗
≤
‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖

µ𝑘
,
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进一步推出交叉项满足：

𝑑𝑇𝑘, 𝑗𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 ≤ ‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖ · ‖𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 ‖ ≤
‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖2

µ𝑘
.

证毕。 □

在接下来的两个引理中，我们证明对于每个固定的 µ𝑘 > 0，对应的内层问题具有二次收敛性。

这需要分别讨论初始 µ0 和后续的 µ𝑘 , 𝑘 ≥ 1。注意，在第一次迭代中，我们初始化 𝑥0,0 = 0。相比

之下，其余迭代将热启动于上一次的最终点，即当 𝑥𝑘, 𝑗 满足 算法 6-2 中的近似居中条件时，设定

𝑥𝑘+1,0 := 𝑥𝑘, 𝑗。在这两种情况下，二次收敛速率进一步导致内层问题在有限步内收敛。

6.2.2.1 初始 µ0 的选择

在初始迭代中，我们需要选择合适的 µ0 以确保二次收敛性。由 引理 6.9 的 (c) 部分可知，当

µ𝑘 →∞时，𝑥∗充分接近 0。因此，考虑到我们选择 𝑥0,0 = 0，直觉上 µ0 应该足够大。以下引理给出

了如何选择合适的初始 µ0。

引理 6.13:初始 µ0下的二次收敛

令 𝑥0,0 = 0，并令序列 {𝑥0, 𝑗}通过以下方式更新：

𝑥0, 𝑗+1 = 𝑥0, 𝑗 + 𝑑0, 𝑗 , 𝑑0, 𝑗 = 𝑣0, 𝑗/𝑡0, 𝑗 ,

其中 [𝑣0, 𝑗 ; 𝑡0, 𝑗] 为 (6-9) 在迭代点 𝑥0, 𝑗 处的解。若 µ0 ≥ 2(β + 1) ·max
{
1, ‖𝑔0,0‖2

}
，则残差误

差 𝑒0, 𝑗 = ‖𝑔0, 𝑗 + µ0 · 𝑥0, 𝑗 ‖具有二次收敛性，即：

𝑒0,1 ≤
1
2
, 且 𝑒0, 𝑗+1 ≤ 𝑒20, 𝑗 , ∀𝑘 ≥ 1.

Proof. 首先证明 𝑒0,1 < 1。注意到 𝑥0,1 = 𝑥0,0 + 𝑑0,0 = 𝑑0,0，结合 引理 6.12可得：

𝑒0,0 = ‖𝑔0,0‖, 0 < θ0,0 − µ0 ≤ 𝑒0,0, ‖𝑑0,0‖ ≤ 𝑒0,0/µ0, 且 𝑑𝑇0,0𝐻0,0𝑑0,0 ≤ 𝑒20,0/µ0. (6-10)

由 𝑒0, 𝑗 的定义，得到：

𝑒0,1 = ‖𝑔0,1 + µ0 · 𝑥0,1‖ = ‖𝑔0,1 + µ0 · 𝑑0,0‖

= ‖𝑔0,1 − 𝑔0,0 − 𝐻0,0𝑑0,0 + 𝑔0,0 + 𝐻0,0𝑑0,0 + µ0 · 𝑑0,0‖

≤ ‖𝑔0,1 − 𝑔0,0 − 𝐻0,0𝑑0,0‖ + ‖𝑔0,0 + 𝐻0,0𝑑0,0 + µ0 · 𝑑0,0‖

≤ β · 𝑑𝑇0,0𝐻0,0𝑑0,0 +
��θ0,0 − µ0�� · ‖𝑑0,0‖

(6-10)
≤ (β + 1) ·

𝑒20,0
µ0
≤ 1
2
< 1, (6-11)

139



第六章 齐次同伦法

其中最后一步利用了 µ0 ≥ 2(β + 1) ·max
{
1, ‖𝑔0,0‖2

}
。对于该引理的第二部分，我们可使用类似的

推导：

𝑒0, 𝑗+1 = ‖𝑔0, 𝑗+1 + µ0 · 𝑥0, 𝑗+1‖ ≤ (β + 1) ·
𝑒20, 𝑗

µ0
≤ 𝑒20, 𝑗 , (6-12)

因此，二次收敛速率得证。 □

推论 6.14:初始阶段的迭代次数界

在初始迭代 𝑘 = 0时，iACGHM 内的迭代次数 𝑗 上界为：

𝒯0 =

⌈
log2

(
max {log(1 + 3(1 + β)) − logµ0, log 2}

log 2

)⌉
+ 1 ≤ 2.

Proof. 由于 𝑒0,1 ≤ 1
2 且 𝑒0, 𝑗+1 ≤ 𝑒20, 𝑗，设 𝑒0, 𝑗 ≤ µ0

1+3(1+β )，可得：

𝑗 ≥ log2
(
max {log(1 + 3(1 + β)) − logµ0, log 2}

log 2

)
+ 1,

进而推出：

𝒯0 =

⌈
log2

(
max {log(1 + 3(1 + β)) − logµ0, log 2}

log 2

)⌉
+ 1.

由于：

µ0 ≥ 2(β + 1) ·max
{
1, ‖𝑔0,0‖2

}
≥ 2(β + 1),

可得：

𝒯0 ≤
⌈
log2

(
log 2.5
log 2

)⌉
+ 1 = 2.

证毕。 □

给定足够大的 µ0，推论 6.14说明我们可以自然地得到一个满足近似居中条件的迭代点 𝑥0, 𝑗。对

于后续迭代，我们证明当罚因子 µ𝑘 线性递减时，二次收敛性依然成立。

引理 6.15:后续迭代的二次收敛性

对于 𝑘 ≥ 1，序列 {𝑥𝑘, 𝑗}通过以下方式更新：

𝑥𝑘, 𝑗+1 = 𝑥𝑘, 𝑗 + 𝑑𝑘, 𝑗 , 𝑑𝑘, 𝑗 = 𝑣𝑘, 𝑗/𝑡𝑘, 𝑗 ,

其中 [𝑣𝑘, 𝑗 ; 𝑡𝑘, 𝑗]为 (6-9)在迭代点 𝑥𝑘, 𝑗 处的解。定义 𝑒𝑘, 𝑗 = ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗 ‖，则 β+1
µ𝑘
𝑒𝑘, 𝑗 具有

二次收敛性，即：
β + 1
µ𝑘

𝑒𝑘,0 ≤
2
3
,
β + 1
µ𝑘

𝑒𝑘, 𝑗+1 ≤
(
β + 1
µ𝑘

𝑒𝑘, 𝑗

)2
, ∀𝑘 ≥ 1.
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Proof. 由算法机制，对于 𝑘 ≥ 1的初始点 𝑥𝑘,0，必然有：

‖𝑔𝑘,0 + µ𝑘−1 · 𝑥𝑘,0‖ ≤
µ𝑘−1

1 + 3(β + 1) ,

ρ𝑘−1 =
3(β + 1) (1 + ‖𝑥𝑘,0‖)

1 + 3(β + 1)(1 + ‖𝑥𝑘,0‖)
,

µ𝑘 = ρ𝑘−1 · µ𝑘−1.

(6-13)

注意：
1 − ρ𝑘−1
ρ𝑘−1

=
1

3(β + 1) (1 + ‖𝑥𝑘,0‖)
(6-14)

于是，
β + 1
µ𝑘

𝑒0 =
β + 1
µ𝑘
· ‖𝑔𝑘,0 + µ𝑘 · 𝑥𝑘,0‖

=
β + 1
µ𝑘
· ‖𝑔𝑘,0 + µ𝑘−1 · 𝑥𝑘,0 − (1 − ρ𝑘−1)µ𝑘−1 · 𝑥𝑘,0‖

≤ β + 1
µ𝑘
· ‖𝑔𝑘,0 + µ𝑘−1 · 𝑥𝑘,0‖ +

(β + 1) (1 − ρ𝑘−1)µ𝑘−1
µ𝑘

· ‖𝑥𝑘,0‖

≤ β + 1
µ𝑘
· µ𝑘−1
1 + 3(β + 1) +

(1 − ρ𝑘−1)µ𝑘−1
µ𝑘

· (β + 1)‖𝑥𝑘,0‖ (6-15a)

≤ 1
3
+ ‖𝑥𝑘,0‖
3(1 + ‖𝑥𝑘,0‖)

≤ 2
3
, (6-15b)

其中 (6-15a)由 (6-14)得出，因此第一部分证明完成。

对于第二部分，由 引理 6.12中 GHM的性质，可得：

‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖ ≤ 𝑒𝑘, 𝑗/µ𝑘 , 𝑑𝑇𝑘, 𝑗𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 ≤ 𝑒2𝑘, 𝑗/µ𝑘 , |θ𝑘, 𝑗 − µ𝑘 | ≤ 𝑒𝑘, 𝑗 . (6-16)

将上述不等式代入 β+1
µ𝑘
𝑒𝑘, 𝑗+1，可得：

β + 1
µ𝑘

𝑒𝑘, 𝑗+1 =
β + 1
µ𝑘
· ‖𝑔𝑘, 𝑗+1 + µ𝑘 · 𝑥𝑘, 𝑗+1‖

≤ β + 1
µ𝑘
·
(
β · 𝑑𝑇𝑘, 𝑗𝐻𝑘, 𝑗𝑑𝑘, 𝑗 + |θ𝑘, 𝑗 − µ𝑘 | · ‖𝑑𝑘, 𝑗 ‖

)
≤

(
β + 1
µ𝑘

𝑒𝑘, 𝑗

)2
. (6-17)

其中第一步使用了与 (6-11)相同的技术，第二步由 (6-16)得出。 □

推论 6.16:后续迭代的内层迭代次数上界

在 𝑘 ≥ 1的迭代中，内层迭代次数 𝑗 的上界为：

𝒯 := 𝒯𝑘 =

⌈
log2

(
log(1 + 3(β + 1)) − log(β + 1)

log 3 − log 2

)⌉
≤ 2.

Proof. 轻度滥用符号，设 𝐸𝑘, 𝑗 =
β+1
µ𝑘
𝑒𝑘, 𝑗，因此：

𝐸𝑘,0 ≤
2
3
, 𝐸𝑘, 𝑗+1 ≤ 𝐸2

𝑘, 𝑗 .
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由近似居中条件，可知：

𝐸𝑘, 𝑗 ≤
β + 1

1 + 3(β + 1) ,

这意味着：

𝑒𝑘, 𝑗 =
µ𝑘
β + 1𝐸𝑘, 𝑗 ≤

µ𝑘
1 + 3(β + 1) .

因此，

𝑗 ≥ log2
(
log(1 + 3(β + 1)) − log(β + 1)

log 3 − log 2

)
.

类似地，

𝒯𝑘 =

⌈
log2

(
log(1 + 3(β + 1)) − log(β + 1)

log 3 − log 2

)⌉
≤

⌈
log2

(
log(4(β + 1)) − log(β + 1)

log 3 − log 2

)⌉
≤

⌈
log2

(
log 4

log 3 − log 2

)⌉
= d1.77e = 2.

证毕。 □

在两种情况下 (𝑘 = 0, 𝑘 ≥ 1) ，均表明内层循环是有限收敛的。注意，对于 𝑘 ≥ 1，我们的估计

是统一的，因此可直接令𝒯 为 GHM的查询次数。

在证明迭代次数的上界之前，我们首先给出 ρ𝑘 的统一上界，它在同伦 HSODM 的收敛率分析

中起着重要作用。

引理 6.17: ρ𝑘 的上界

存在常数 τ ∈ (0, 1)使得对于所有 𝑘 ≥ 0，有 ρ𝑘 ≤ τ .

Proof. 由 ρ𝑘 =
3(β+1) (1+‖𝑥𝑘, 𝑗 ‖ )
1+3(β+1) (1+‖𝑥𝑘, 𝑗 ‖ ) 的定义可知，我们只需找到 𝑥𝑘, 𝑗 的统一上界。由 引理 6.11 和 推

论 6.10可得：

‖𝑥𝑘, 𝑗 ‖ ≤ ‖𝑥𝑘, 𝑗 − 𝑥µ𝑘 ‖ + ‖𝑥µ𝑘 ‖ ≤
1

1 + 3(β + 1) + ‖𝑥
∗‖.

因此，设

τ =
3(β + 1)

(
1 + 1

1+3(β+1) + ‖𝑥∗‖
)

1 + 3(β + 1)
(
1 + 1

1+3(β+1) + ‖𝑥∗‖
)

即可完成证明。 □

引理 6.18:外层迭代次数上界

假设 𝑓 满足 自协 Lipschitz条件。对于任意给定的 ϵ > 0，至多经过

𝐾 =

⌈
logτ

(
(1 + 3(β + 1))ϵ

2(β + 1)(1 + ‖∇ 𝑓 (0)‖2) ((3β + 4)‖𝑥∗‖ + 2)

)⌉
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次迭代，其中 τ 由 引理 6.17定义，最终的输出迭代点 𝑥𝐾+1,0 满足 ‖∇ 𝑓 (𝑥𝐾+1,0)‖ ≤ ϵ。

Proof. 由 算法 6-1可知，𝑥𝐾+1,0 = 𝑥𝐾, 𝑗，且满足近似居中条件。结合 推论 6.10，可得：

‖∇ 𝑓 (𝑥𝐾+1,0)‖ = ‖𝑔𝑘, 𝑗 ‖ ≤ ‖𝑔𝑘, 𝑗 + µ𝐾 · 𝑥𝐾, 𝑗 ‖ + µ𝐾 ‖𝑥𝐾, 𝑗 ‖

≤ µ𝐾
1 + 3(β + 1) + µ𝐾 ‖𝑥𝐾, 𝑗 ‖

≤
(

2
1 + 3(β + 1) + ‖𝑥

∗‖
)
· µ𝐾 .

(6-18)

结合 引理 6.17，µ𝐾 有上界：

µ𝐾 = ρ𝐾−1 · µ𝐾−1 ≤ τ · µ𝐾−1 ≤ τ𝐾 · µ0. (6-19)

将上式代入 (6-18)，可得：

‖∇ 𝑓 (𝑥𝐾+1,0)‖ ≤
(

2
1 + 3(β + 1) + ‖𝑥

∗‖
)
· τ𝐾 · µ0 ≤ ϵ,

其中最后一个不等式由 𝐾 ≥ logτ
(

(1+3(β+1) )ϵ
2(β+1) (1+‖∇ 𝑓 (0) ‖2 ) ( (3β+4) ‖𝑥∗ ‖+2)

)
以及 µ0 = 2(β + 1)(1 + ‖∇ 𝑓 (0)‖2)

推得，证毕。 □

与之前相同，我们建立同伦 HSODM所需求解的 GHM总数。

定理 6.19:同伦HSODM的复杂度

假设 𝑓 满足 自协 Lipschitz条件。对于任意给定的 ϵ > 0，记𝒦ψ 为 算法 6-1返回一个近似全

局最优解所需的 GHM总数。则：

𝒦ψ =

⌈
2 logτ

(
(1 + 3(β + 1))ϵ

2(β + 1)(1 + ‖∇ 𝑓 (0)‖2) ((3β + 4)‖𝑥∗‖ + 2)

)⌉
.

Proof. 该结果直接由 引理 6.18、推论 6.14和 推论 6.16推得。 □

通常情况下，自协 Lipschitz参数 β 的具体数值在实践中是未知的。然而，由于 算法 6-1的机制，

我们可以用较大的 β 代替其真实值，同时仍然保持线性收敛 (详见 引理 6.17)。因此，一个直接的启

发式方法是在给定点 𝑥 处利用小扰动 𝑑 计算近似估计值：
‖∇ 𝑓 (𝑥 + 𝑑) − ∇ 𝑓 (𝑥) − ∇2 𝑓 (𝑥)𝑑‖

𝑑𝑇∇2 𝑓 (𝑥)𝑑 ,

并基于此构造一个上界。我们用以下备注来总结本节讨论的内容。
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Remark 6.20:需

强调的是，这里我们并不假设水平集是有界的，这在凸优化复杂度分析中被广泛应用 [121,125]。

此外，算法 6-1通过找到一个稳定点进一步隐含了函数值的收敛。具体而言，对于凸函数，我

们知道：

𝑓 (𝑥) − 𝑓 ∗ ≤ ‖∇ 𝑓 (𝑥)‖ · ‖𝑥 − 𝑥∗‖.

但反之，即已知 𝑓 (𝑥) − 𝑓 ∗ ≤ ϵ，如何保证梯度范数足够小并不是一个平凡问题，详见 [62,124]。

最后值得注意的是，自协 Lipschitz函数并不一定是强凸的 (甚至不是严格凸的)，然而，通过

同伦 HSODM仍然可以建立全局线性收敛性。

第三节 数值实验

我们保持与第 5章，为了比较，我们自己实现了同伦HSODM (Homotopy-HSODM),以及一些非精

确牛顿法 (iNewton-Grad).

6.3.1 ℓ2 正则化逻辑回归

这里，我们回到开头提到的例子例 1.1，我们提供了求解 ℓ2 正则化逻辑回归 (6-2)的初步数值结

果。我们选取了 LIBSVM 库中的两个退化高维数据集：rcv1 和 news20。问题的初始点随机选取自

正态分布：

𝑥0 ∼ N(0, 100 · 𝐼𝑛)

以确保初始点远离局部最优解。算法在迭代点 𝑥𝑘 满足 ‖𝑔𝑘 ‖ ≤ 10−8 时终止。

由于该问题是凸的且高度退化，我们将其与不精确正则化牛顿法进行比较。我们使用梯度范数

作为正则化项，即 iNewton-Grad 在每次迭代中计算：(
𝐻𝑘 + σ‖𝑔𝑘 ‖1/2𝐼

)
𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 . (6-20)

为简单起见，我们尝试固定正则化参数：σ ∈ {10−5, 10−4, 10−3}。由于 𝑛较大，对 Hessian矩阵的操

作可能成本较高，因此在 iNewton-Grad 中使用共轭梯度法 (CG)求解线性系统，并在迭代满足以下

条件时停止： 


(𝐻𝑘 + σ‖𝑔𝑘 ‖1/2𝐼) 𝑑𝑘 + 𝑔𝑘


 ≤ min{10−4, ζ ‖𝑔𝑘 ‖}, ζ ≈ Θ(103),

该容差选择受到 [44] 的启发。相对于 ‖𝑔𝑘 ‖的容差在达到高精度时生效，此时我们稍微收紧容差以防

止算法陷入停滞，否则则使用较宽松的精度要求。在 GHM 求解的特征值问题中，我们在 Lanczos

方法中采用相同的容差策略。所有方法均使用回溯线搜索算法。

在 图 6.3.1中，我们展示了梯度范数随梯度计算次数的变化轨迹。同样地，我们将每次Hessian-向

144



第六章 齐次同伦法

0 200 400 600 800 1000 1200

1.0e-10

1.0e-08

1.0e-06

1.0e-04

1.0e-02

Grad-Evaluations

‖∇
f
‖

Logistic Regression name := rcv1, n :=47236, N :=20242
Adaptive-HSODM
Homotopy-HSODM

iNewton-Grad-1e-5
iNewton-Grad-1e-4
iNewton-Grad-1e-3

(a) rcv1 数据集，γ = 10−5

0 500 1000 1500 2000

1.0e-10

1.0e-08

1.0e-06

1.0e-04

1.0e-02

Grad-Evaluations

‖∇
f
‖

Logistic Regression name := rcv1, n :=47236, N :=20242
Adaptive-HSODM
Homotopy-HSODM

iNewton-Grad-1e-5
iNewton-Grad-1e-4
iNewton-Grad-1e-3

(b) rcv1 数据集，γ = 10−6

0 500 1000 1500

1.0e-10

1.0e-08

1.0e-06

1.0e-04

1.0e-02

1.0e-01

Grad-Evaluations

‖∇
f
‖

Logistic Regression name := news20, n :=1355191, N :=19996
Adaptive-HSODM
Homotopy-HSODM

iNewton-Grad-1e-5
iNewton-Grad-1e-4
iNewton-Grad-1e-3

(c) news20 数据集，γ = 10−5

0 500 1000 1500 2000

1.0e-10

1.0e-08

1.0e-06

1.0e-04

1.0e-02

1.0e-01

Grad-Evaluations

‖∇
f
‖

Logistic Regression name := news20, n :=1355191, N :=19996
Adaptive-HSODM
Homotopy-HSODM

iNewton-Grad-1e-5
iNewton-Grad-1e-4
iNewton-Grad-1e-3

(d) news20 数据集，γ = 10−6

图 6.3.1 ℓ2 正则化逻辑回归问题上不同 SOM方法的性能表现。

量乘法计算视为两次梯度计算。结果表明，当正则化参数 γ 足够大且 (6-20) 中的 σ 选择得当时，

Homotopy-HSODM、Adaptive-HSODM 和 iNewton-Grad 的表现相近。若问题变得更加退化 (γ 变小) ，

所有方法的收敛速度均有所下降，而 Homotopy-HSODM 似乎具有最强的稳健性。这一发现的可能原

因是 Homotopy-HSODM 依赖于一致性条件 (6-1)，而不是通常的 Lipschitz条件。

6.3.1.1 热启动的优势

在 Homotopy-HSODM 中，我们表明迭代点在某种意义上是连续的。由于 GHM 求解使用了

Lanczos 方法 (Lanczos)，自然地，我们可以利用上一次迭代的解 [𝑣𝑘−1; 𝑡𝑘−1] 作为当前特征值问题

的热启动，即让 Lanczos方法以 [𝑣𝑘−1; 𝑡𝑘−1]作为初始点。

我们针对这一策略进行初步实验。在相同的数据集上，我们比较 Homotopy-HSODM 在不使用和

使用上次迭代特征向量热启动的情况下 Krylov迭代次数 𝐾，以达到所需的 10−8 精度。图 6.3.2展示

了数据集 rcv1 和 news20 在主迭代 𝑥𝑘 过程中的 Krylov迭代次数变化情况。

我们的初步结果表明，在 GHM求解过程中，Homotopy-HSODM 通过利用先前特征向量显著减少
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图 6.3.2 ℓ2 正则化逻辑回归问题上 Homotopy-HSODM 采用热启动策略的性能表现。

了 Krylov迭代次数。这一策略的进一步优化留待未来研究。
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第七章 齐次框架在交换市场中的应用

前面的章节中，我们讨论了基于齐次模型的二阶方法。这些算法已经足够解决绪论中提到的一

些问题，但如果将这些二阶方法应用在例 1.3上，无法得到满意的求解速度，主要原因是 Fisher模型

的对偶问题含有非负约束，同时 Fisher 模型的间接效用函数不具有一般欧式空间的 Lipschitz 连续

性 (一阶、二阶均不满足)。

本章中，我们设计一种基于齐次模型的内点法，该内点法可以求解更一般的、允许仿射约束的

问题。我们将该内点法定制到求解 Fisher 模型，我们发现，由于 Hessian 具有可分的结构，天然可

以写成若干个秩一矩阵的和。我们建立了一个简单的秩一近似，使得近似误差可以解释为某个矩阵

的估计的方差，利用集中不等式，我们证明该近似误差对于玩家数量较多时非常高效。由于近似矩

阵是秩一的，故可以利用 Sherman-Morrison公式，直接写出 Hessian的逆。

第一节 介绍

考虑一组可分割商品 (Divisible Goods) 𝑗 ∈ 𝒥 = {1, ..., 𝑛}和玩家 𝑖 ∈ ℐ = {1, ..., 𝑚}的交换市场。

每个玩家 𝑖 拥有初始现金 (Endowment) 𝑤𝑖 ∈ ℝ+，并依据市场参与者设定的当前价格购买商品组合

x𝑖 以最大化其效用函数 𝑢𝑖 . 每种商品 𝑗 ∈ 𝒥 的总量为 1.

引入一对互为对偶的线性空间 (𝔼,𝔼∗)，其中𝔼∗为𝔼的对偶空间，我们设定价格向量 p ∈ 𝒫 ⊆ 𝔼，

其中𝒫 是某个可行价格集。对于每个玩家 ∀𝑖 ∈ ℐ，分配向量 x𝑖 ∈ 𝒳𝑖 (p) ⊆ 𝔼∗ 表示在价格 p下可行

的商品组合。在 Fisher 模型中 (参见 [20])，我们取𝒫 = ℝ𝑛+，且𝒳𝑖 (p) = {𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛+ : 〈p, x𝑖〉 ≤ 𝑤𝑖}. 不
失一般性地，假定 ∑

𝑖∈ℐ 𝑤𝑖 = 1. 市场均衡定义为这样的 (x1, ..., x𝑚, p),其中每位玩家 𝑖 采用效用最大

化 (Utility Maximization, UM)策略，并满足市场出清条件：

存在 p ∈ 𝒫,使得 x𝑖 ∈ argmax
𝑥𝑖∈𝒳𝑖

𝑢𝑖 (𝑥𝑖),

s.t.
∑
𝑖∈ℐ

x𝑖 = 1. (7-1)

即使在中心化的设定下 (市场参与者有足够权力同时决定 {x𝑖}𝑖∈ℐ 和 p) 下，计算市场均衡仍然存

在一定的挑战。当玩家的效用函数是齐次的时，一种计算均衡和价格的方法是借助 Eisenberg-Gale

(EG)凸优化问题 [36,57]：

max
∑
𝑖

𝑤𝑖 log(𝑢𝑖 (x𝑖)) (7-2a)

s.t.
∑
𝑖∈ℐ

x𝑖 ≤ 1, (7-2b)

x𝑖 ∈ 𝒳𝑖,∀𝑖 ∈ ℐ. (7-2c)
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已知 (7-2b) 的对偶解对应于清算市场所需的价格 p. 该问题 (7-2) 可以利用几何规划 (geometric

programming) 中的标准技术 [76] 进行求解，例如使用椭球法 [76,100]。然而，即使是线性 Fisher 均

衡的多项式时间算法也是近年才受到关注的 [48]。Ye [170] 提出了适用于一类的市场问题（包括

Arrow-Debreu模型）的内点法，也可以用来求解 Fisher模型。

7.1.1 研究动机

这些中心化的方法无法解释价格如何随玩家响应而演化。此外，即使目的是计算均衡价格，也

不一定需要构造一个将分配和价格耦合起来的问题。另一种方法是设计 (分布式的)拍卖算法。例如

一个最简单的 tâtonnement拍卖可以简单表述为如下流程：

• 令 x𝑖 (p) = argmax𝑥𝑖∈𝒳𝑖 (p) 𝑢𝑖 (x𝑖)为最佳响应 (Best-Response BR)映射（或直接简称为需求），间

接效用函数 (Indirect Utility)由该点对应的最优目标值给出：

ν𝑖 (p, 𝑤𝑖) = max
x𝑖∈𝒳𝑖 (p)

𝑢𝑖 (x𝑖); (7-3)

• 计算市场超额需求函数：

z(p) =
∑
𝑖∈ℐ

x𝑖 (p) − 1;

• 根据某个拍卖规则 𝐺 更新 p：p+ ← p + 𝐺 ◦ z(p).

对于 Fisher模型，取 𝑓𝑖 (p) = log (ν𝑖 (p, 𝑤𝑖)) − log(𝑤𝑖)，则 Eisenberg-Gale问题 (7-2)的对偶问题可写

为 [68,113]：

min
p≥0

𝑓 (p) := 〈p, 1〉 +
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 log(𝑤𝑖) +
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 𝑓𝑖 (p). (7-4)

上述凸问题具有显式的可分结构，可以很简单地想到利用一阶方法 [16,34,63,69] 来构造拍卖算法。通过

下面的表达式可以建立一阶算法与经典 tâtonnement拍卖的联系：

𝑤𝑖∇ 𝑓𝑖 (p) = −x𝑖 (p) 且 ∇ 𝑓 (p) = 1 −
∑
𝑖∈ℐ

x𝑖 (p). (7-5)

对于某些连续可微的效用函数，高阶导数（如 ∇𝑝 𝑓𝑖, 𝑝 ≥ 2）也是可用的。由于大多数拍卖过程是一

阶的，我们探究二阶及更高阶（𝑝 ≥ 2）方法是否具有优势。具体来说，我们研究以下问题：

‘‘我们能否设计一个具有更好收敛性的二阶拍卖过程？”

针对这个问题，我们考虑一种 ‘‘非集中式’’的内点方法。据我们所知，除了早期针对一般均衡模型的

研究 [58]，本章内容是第一个具有复杂性保证的尝试。
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7.1.2 相关工作

众所周知，Fisher 模型是 Arrow-Debreu 模型 [11,158] 的特例，其中货币预算 𝑤𝑖 (p) 依赖于价格。

在 Arrow-Debreu设置下，EG问题并不可用，而且通常无法构造一个凸的势函数注 1。对于线性效用

函数，该问题等价于线性互补问题 (Linear Complementary Problem, LCP) [56,60]，可通过 Lemke方法

实现有限步（但不一定是多项式）收敛。Curtis Eaves [45] 证明了 Cobb-Douglas效用市场可在强多项

式时间内求解。其他一般设定可借助一些可以求解广义 Nash均衡问题的方法 [59,95] 。若效用函数是

线性的，另一种策略是使用 [84] 提出的凸可行系统（最早见于 [120]）。对于如何拓展到齐次准凹效用

函数，参见文献 [85]。对于某些 CES经济问题，文献 [37] 提出了一种非线性变换，使得问题转化为一

个凸的可行性系统。但一般而言，在 Arrow-Debreu市场中，可能存在多个不连通的均衡 [35,67]。

第二节 方法概述

对于实数 𝑎 ∈ ℝ，我们定义 [𝑎]+ = max{𝑎, 0} 为 𝑎 的非负部分。我们用 ‖ · ‖, ‖ · ‖∗ 分别表示

向量空间 𝔼,𝔼∗ 上的范数及其对偶范数。算子范数表示为 ‖A‖ := sup‖p‖≤1 ‖Ap‖∗. 对于自伴算子，

λ1(A) 代表其最小特征值，λ𝑛 (A) 代表最大特征值。我们用 ker(A) 表示线性算子的零空间，即

{p ∈ 𝔼|Ap = 0}. 我们用 ℋ𝑑 (𝔼) 表示所有 𝑑 次齐次连续映射的集合，若上下文清楚，则省略 𝔼. 即，

若 𝑓 ∈ ℋ𝑑 (𝔼)，则对于任意 p ∈ 𝔼，有 𝑓 (λp) = λ𝑑 𝑓 (p). 特别地，记ℋ1(𝔼) ≡ ℋ(𝔼). 类似地，我们

用 𝒞𝑝 表示所有 𝑝 阶可微的连续映射。𝐷 𝑝 [h1, ...,h𝑝] 代表沿方向 (h1, ...,h𝑝)的 𝑝 阶方向导数。对

于梯度与 Hessian，我们直接记作 ∇ 𝑓 和 ∇2 𝑓 . 最后，我们用大写字母表示对角矩阵，其对角元为对

应的小写字母。例如，P = diag(p)，P−1 = diag(p−1).

7.2.1 消费者理论的预备知识

我们考虑，每个消费者 𝑖 ∈ ℐ 的效用函数属于常替代弹性 (Constant Elasticity of Substitution,

CES)效用族的情况：

𝑢𝑖 (x𝑖) =
[∑
𝑗

𝑐𝑖 𝑗𝑥
ρ𝑖
𝑖 𝑗

] 1
ρ𝑖

= 〈c𝑖, xρ𝑖𝑖 〉
1
ρ𝑖 , ρ𝑖 ∈ (−∞, 1) (7-6)

其中省略了线性效用和 Leontief 效用。令 σ𝑖 = ρ𝑖
1−ρ𝑖 ∈ (−1,∞)，其关于 ρ𝑖 是递增的。通常，

δ𝑖 = 1
1−ρ𝑖 = 1 + σ𝑖 ∈ (0,∞) 被称为替代弹性。假设 ∑

𝑖∈ℐ 𝑤𝑖 = 1，且 c𝑖 ∈ ℝ𝑛+,∀𝑖 ∈ ℐ。由于

ρ ∈ (−∞, 1)，已知 x𝑖 (p)是单值的，并且可微 [113]。对 CES市场，有如下著名引理。
注 1这本质上是因为超额需求函数 z(p)的 Jacobian矩阵不对称，故无法解释为梯度映射。
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引理 7.1: CES间接效用函数 [113]

若 𝑢𝑖 (x𝑖) = 〈c𝑖, xρ𝑖𝑖 〉
1
ρ𝑖 , ρ𝑖 ∈ (−∞, 1)，则

ν𝑖 (p, 𝑤𝑖) = 𝑤𝑖
[
〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉

] 1
σ𝑖 (7-7a)

x𝑖 (p, 𝑤𝑖) = 𝑤𝑖
[
P−1c𝑖

]1+σ𝑖
〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉

(7-7b)

对于 Fisher市场，𝑤𝑖 为常数，则对于任意 α ∈ ℝ+，

𝑢𝑖 (αx𝑖) = α𝑢𝑖 (x𝑖);

x𝑖 (αp, 𝑤𝑖) = 𝑤𝑖
α−(σ𝑖+1)

[
P−1c𝑖

]1+σ𝑖
α−σ𝑖 〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉

= α−1x𝑖 (p, 𝑤𝑖); (7-8)

即，𝑢𝑖 (·) ∈ ℋ1 且 x𝑖 (·) ∈ ℋ−1。此外，易验证

∇ log(ν𝑖 (p, 𝑤𝑖)) = −x𝑖 (p)𝑤𝑖
.

注意到
𝑓 (p) =〈p, 1〉 +

∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 log (ν𝑖 (p, 𝑤𝑖))

=〈p, 1〉 +
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 log𝑤𝑖 +
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖
1
σ𝑖
log

(
〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉

)
=〈p, 1〉 +

∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 log𝑤𝑖 +
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 𝑓𝑖 (p) (7-9)

其中取 𝑓𝑖 (p) = 1
σ𝑖
log

(
〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉

)
，显然， 𝑓 (p)具有可分结构。

7.2.2 基于齐次模型的 Barrier算法

为了设计 ‘‘二阶’’拍卖方法，我们考虑一个稍微更一般的问题，该问题允许仿射约束：

min 𝑓 (p)
s.t. Ap = a

p ∈ ℝ𝑛+

(7-10)

换言之，价格空间是第一象限与线性子空间的交集：

𝒫 =
{
p ∈ ℝ𝑛+ : Ap = a

}
. (7-11)

𝒫 的相对内点记作𝒫◦. 我们考虑对数 Barrier模型，取 µ > 0,

min
p∈ℝ𝑛

+
𝑓µ(p) := 𝑓 (p) − µℎ(p)

s.t. Ap = a. (7-12)
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其中，目标函数 𝑓 : 𝔼 ↦→ ℝ，类似于 (7-9)，是一个允许我们计算 ∇ 𝑓 和 ∇2 𝑓 的凸函数。函数

ℎ(p) = ∑𝑛
𝑖 log(𝑝𝑖) 对于 ℝ𝑛+ 的标准对数 Barrier 函数。根据 Barrier 函数诱导的半范数定义如下：

‖h‖p = ‖P−1h‖，其对偶范数为 ‖h‖∗p = ‖Ph‖. 由于 A结构较为简单，例如仅仅是一个单纯形，我们

不妨假设存在初始点 p0 使得 Ap0 = a. 为了方便起见，我们将拉格朗日函数及其梯度记作：

ℒ(p, y) = 𝑓 (p) + 〈y,Ap − a〉 以及 ℓ(p) := ∇ℒ(p, y) = ∇ 𝑓 (p) + A𝑇y. (7-13)

我们在 算法 7-1 中提出了一个齐次 Barrier 算法，其中下降方向是在 A 的零空间中计算的。我们利

用齐次模型进行迭代步的计算。

算法 7-1:齐次 Barrier算法
Input: 𝑘 = 𝑇 = 0, µ0 > 0, p := p0, η < 1

1 while µ > ϵ do

2 由 (7-22)解出 [v, 𝑡] ; // 求解一个特征值问题

3 设 d = v
𝑡 ; // 将结果缩放回原始空间

4 按照 (7-42)选择步长 α;

5 令 p+ = p + h, h = αPd;

6 if p ∈ 𝒬p(η,µ) then
7 选择某个 σ < 1;

8 令 µ+ = σµ;

9 置 p← p+, µ← µ+;

该方法之所以称为“齐次”，是因为其升维后的 (𝑛 + 1)维变量 [𝑣; 𝑡]是由一个齐次的二次规划规划

求解的，该问题可以表述为一个广义特征值问题。求解后，我们将其归一化回原始空间 (行 3). 步长

的选择保证下次更新仍然满足 p+ ∈ 𝒫◦。类似于典型的内点法，我们定义中心路径的以下邻域，对

于任意 η ∈ (0, 1]，

𝒬p(η,µ) =
{
p ∈ ℝ𝑛+ :

‖Pℓ(p) − µ1‖
µ

≤ η

𝑄 𝑓

}
,

𝑄 𝑓 =
(√𝑛 + β 𝑓 )(1 + 2[σ]max)𝐶 𝑓

1 − 𝐶 𝑓 β 𝑓
+
√
𝑛 + β 𝑓
β 𝑓

+ 2β 𝑓 + 1. (7-14)

𝐶 𝑓 , β 𝑓 及其他参数的定义及其直观意义将在后续进行讨论。当价格迭代步进入该邻域时，我们按一

定比例减少参数 µ (行 8). 我们证明该算法能够找到满足以下 ϵ-近似 KKT条件的价格：

定义 7.2: KKT条件

若一个元组 (p, y)满足以下条件，则称其为 (7-10)的 ϵ-近似 KKT点：

p ∈ ℝ𝑛+, Ap = a, (7-15a)
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‖P(∇ 𝑓 (p) + A𝑇y)‖∞ ≤ 𝑂 (ϵ), (7-15b)

∇ 𝑓 (p) + A𝑇y ∈ ℝ𝑛+ . (7-15c)

为简洁起见，我们称满足上述条件的点为 ϵ-KKT点。在本文的其余部分，我们做如下假定。

假设 7.3

在 算法 7-1中，我们保证迭代变量 p满足

𝑓𝑖 (p) ≤ 𝑓 𝑖 且 ‖p‖∞ ≤ 𝐷𝒫 . (7-16)

注意，上述假定并不具有局限性。例如，在经典 Fisher模型中，若采用 CES效用函数，我们知

道 𝑢𝑖 (·) ∈ ℋ1。由强对偶性，(7-2) 与 (7-9) 等价，我们可以写出 (7-2) 的最优解，其中 p 是出清约束

的对偶变量：
−𝑤𝑖 ∇𝑢𝑖 (x𝑖 )𝑢𝑖 (x𝑖 ) + p + s𝑖 = 0, ∀𝑖 ∈ ℐ,∑

𝑖∈ℐ x𝑖 = 1,

ℝ𝑛+ 3 x𝑖 ⊥ s𝑖 ∈ ℝ𝑛+, ∀𝑖 ∈ ℐ.

(7-17)

将第一组方程两侧乘以 x𝑖 并对 𝑖 ∈ ℐ 求和，由 𝑢𝑖 ∈ ℋ1 可得：

〈p,
∑
𝑖∈ℐ

x𝑖〉 =
∑
𝑖∈ℐ
〈𝑤𝑖 1

𝑢𝑖 (x𝑖 )∇𝑢𝑖 (x𝑖) − s𝑖, x𝑖〉 =
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 . (7-18)

换言之，p ∈ Δ𝑛，且 𝐷𝒫 = 1.

7.2.3 通过特征值问题更新迭代

记 g(p) = ∇ 𝑓 (p),H(p) = ∇2 𝑓 (p). 在每次迭代中，考虑如下子问题：

min
h

1
2
〈h,

(
H + µP−2

)
h〉 + 〈h, g(p) − µP−11〉

s.t. h ∈ ker(A). (7-19)

该问题适用于任何原始可行算法 (Primal Feasible Method [111])，不难看出，算法 7-1 也属于该范畴。

可以通过“仿射缩放 (Affine Scaling)”处理上述子问题，令 d = P−1h，则有

min
h∈ker(A)

1
2 〈h,

(
H + µP−2

)
h〉 + 〈h, g(p) − µP−11〉

= min
d∈ker(AP)

1
2 〈d, (PHP + µI) d〉 + 〈d,Pg(p) − µ1〉. (7-20)

设 Ap = AP，我们将 (7-20)提升 (lift)至 (𝑛 + 1)维问题：

min
‖ [v;𝑡 ] ‖≤1

ψ(v, 𝑡) = 1
2 〈v,PHPv〉 + 〈v,Pg(p) − µ1〉 · 𝑡 +

1
2µ‖v‖

2

s.t. Apv = 0. (7-21)
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注意，(7-21) 现在是齐次的。零空间 ker(Ap) 的投影算子为 Πp = I − A𝑇p (ApA𝑇p )−1Ap. 在 p ∈ Δ𝑛 的

情况下，易得 Πp = I − pp𝑇
‖p‖2 . 为简洁起见，设 gµ = Πp(Pg(p) − µ1). 注意到：

Πp (PHP + µI) Πp = ΠpPHPΠp + µΠp.

设 Q(p) = ΠpPHPΠp。遵循齐次模型的常规处理方式，我们需计算以下特征值问题，其中我们已按

−µ进行了缩放：

min
‖ [Πpv;𝑡 ] ‖=1

1
2 〈[v; 𝑡], 𝐹 (p,µ) [v; 𝑡]〉, 𝐹 (p,µ) =


Q(p) gµ(p)
gµ(p) −µ

 . (7-22)

下文将建立这些问题的等价性（仅相差某种缩放）。(本节的证明见 第 7.B节)

定理 7.4:问题的等价性

以下问题在某种缩放意义下等价：

(7-21) ⇐⇒ (7-22). (7-23)

需要注意两点：

• 通过上述等价性，我们提供了一种的有效计算子问题的方法：首先求解广义特征值问题 (7-22),那

么原始-对偶解 ( [v; 𝑡], θ)对应于 𝐹 (p,µ)的最小特征向量和最小特征值。由于 Πp 易于计算，问题

(7-22)可通过标准的特征值求解器（如 ARPACK [106]）高效求解。如果 [v; 0]是 (7-21)的解，则意

味着 v ∈ 𝒮1(Q(p))且 gµ(p) ⊥ 𝒮1(Q(p)) [81,146]. 在这种情况下，我们可适当扰动 Q(p)处理 (类似

于对信赖域子问题的做法 [157]),使得 𝑡 ≠ 0这种情况被消除。

• 其次，如下所示，我们得到了带有齐次仿射约束齐次二次问题的全局最优性条件。接下来，我们

在 推论 7.5中引入一个等价的最优性条件，该条件避免了投影算子 Πp.

推论 7.5: (7-21)的最优性条件

存在 d ∈ ℝ𝑛, θ > 0, y ∈ ℝ𝑚 使得 (7-21)的最优性条件为 d = v
𝑡，即：

(PHP + θI)d + (Pg − µ1) + A𝑇py = 0, (7-24a)

θ − µ + 〈d,Pg − µ1〉 = 0, (7-24b)

Apd = 0, (7-24c)

θ − µ > 0, (7-24d)

(PHP + θI) − 1
θ−µ (Pg(p) − µ1) ((Pg(p) − µ1))

𝑇 � 0 on ker(Ap). (7-24e)

需要注意的是，上述条件不仅仅是关于稳定点的标准二阶条件，这些标准条件仅要求 Schur 补

在线性约束 ker(Ap)和球约束的切空间交集上为半正定 [111,130]。相比之下，(7-24e) 更强，因为它保
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证了在整个 ker(Ap)上的半正定性。严格来说，该全局最优性条件是广义信赖域子问题的全局最优

性条件的类比 [29]，而不仅仅是局部非全局的二阶条件 [112,159]。由于 y 仅用于分析，我们无需显式计

算 y. 基于上述最优性条件，我们提出一个比较有用的引理。

引理 7.6

若 (d, θ, y)是 (7-21)的原始-对偶解，则：

‖PHPd‖ ≤ ‖Pℓ(p) − µ1‖, (7-25a)

‖d‖ ≤ ‖Pℓ(p) − µ1‖
θ

≤ ‖Pℓ(p) − µ1‖
µ

, (7-25b)

d𝑇PHPd ≤ ‖Pℓ(p) − µ1‖
2

µ
, (7-25c)

0 ≤ θ − µ ≤ 2‖Pℓ(p) − µ1‖2
µ

. (7-25d)

第三节 对 CES效用函数的新分析

对于 CES效用函数，回顾

𝑓 (p) = 〈p, 1〉 +
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 log (ν𝑖 (p, 𝑤𝑖))

= 〈p, 1〉 +
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 [log𝑤𝑖 + 1
σ𝑖
log(〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉)︸                    ︷︷                    ︸

𝑓𝑖 (p)

] . (7-26)

同时，我们记 𝑓𝑖 (p) = 1
σ𝑖
log(𝑟𝑖 (p))，其中

𝑟𝑖 (p) = 〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉. (7-27)

引入的函数 𝑟𝑖 (p)具有可进一步探索的结构。取

v𝑖 = C1+σ𝑖𝑖 p−σ𝑖 , V𝑖 = C1+σ𝑖𝑖 P−σ𝑖 , (7-28)

则 V𝑖 � 0，其内积 〈·, ·〉v𝑖 及由 V𝑖 诱导的半范数 ‖ · ‖v𝑖 均是良定义的。特别地，𝑟𝑖 可视作在该特殊度

量下单位向量的长度：

𝑟𝑖 (p) = 〈1, v𝑖〉 = 〈1,V𝑖1〉 = 〈1, 1〉v𝑖 = ‖1‖2v𝑖 .

由此，我们得出以下引理。

引理 7.7:严格但非强凸性

对于所有 p ∈ ℝ𝑛+ 和 h ∈ ℝ𝑛，有

𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h] ≥ min{1, σ𝑖 + 1}
‖P−1h‖2v𝑖
‖1‖2v𝑖

. (7-29)
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另一种表述 (7-29)的方式是 Hessian矩阵关于一个“仿射缩放”的秩一矩阵是正定的：

∇2 𝑓𝑖 (p) � min{1, σ𝑖 + 1}
(
P−1v𝑖
〈1,v𝑖 〉

) (
P−1v𝑖
〈1,v𝑖 〉

)𝑇
=
min{1, σ𝑖 + 1}
exp(σ𝑖 𝑓𝑖 (p))2

((
c𝑖
p

)σ𝑖+1) ((
c𝑖
p

)σ𝑖+1)𝑇
. (7-30)

注意 c𝑖
p = P−1c𝑖 , 这在内点法中可以看成是利用对数 barrier 函数“仿射缩放”后的向量。这表明，

每个 𝑓𝑖 (p)（因此对偶函数）都是严格凸的，但非强凸。同时，它也不是 Lipschitz 光滑的，因为

limp→0+ ‖∇2 𝑓𝑖 (p)‖ = +∞. 幸运的是，经过适当缩放后，我们可以证明 Hessian 矩阵的算子范数是有

界的。

引理 7.8:有界的算子范数

对于所有 p ∈ ℝ𝑛+，有
‖P∇2 𝑓𝑖 (p)P‖ ≤ 2[σ𝑖]+ + 1,

‖P∇2 𝑓 (p)P‖ ≤ 2[σ]max + 1. (7-31)

其中 [σ]max = max𝑖∈ℐ [σ𝑖]+。

严格来说，对偶函数满足自协性 (参见 [127] Definition 2.1.1).

引理 7.9:自协性

对于所有 h ∈ ℝ𝑛 和 p ∈ ℝ𝑛+，有��𝐷3 𝑓𝑖 (p) [h,h,h]
�� ≤ 2𝐶𝑖 (σ𝑖) [𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h]

] 3
2 . (7-32)

其中

𝐶𝑖 (σ𝑖) =

(σ𝑖+1) (σ𝑖+2) exp(σ𝑖 𝑓 𝑖 )+5σ2𝑖 +3σ𝑖

2 , 若 σ𝑖 > 0,
(σ𝑖+1) (σ𝑖+2)𝐷𝒫 ‖c

1+σ𝑖
𝑖 ‖1+5σ2𝑖 −3σ𝑖

2 , o.w.
(7-33)

因此，我们有如下推论。

推论 7.10

对偶函数 𝑓 (p)具有自协性质，且常数为

𝐶 𝑓 = max
𝑖∈ℐ

{
1
√
𝑤𝑖
𝐶𝑖 (σ𝑖)

}
. (7-34)

我们称 𝐶 𝑓 为自协系数。该结论直接来自协函数对求和的稳定性；参见 [127] 的 Proposition 2.1.1

和 [125] 的 Theorem 5.1.1. 上述结果表明，最困难的情况出现在 ρ𝑖 接近 1 时。我们给出以下条件作为

分析的直接推论。
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引理 7.11:局部稳定性条件

若函数 𝑓𝑖 (p)是 𝐶𝑖-自协函数，则对于任意 ‖h‖p ≤ β 𝑓 < 1
𝐶 𝑓

，有

‖∇ 𝑓 (p + h) − ∇ 𝑓 (p) − ∇2 𝑓 (p)h‖∗p ≤ (1 + 2[σ]max)
𝐶 𝑓 ‖h‖2p

1 − 𝐶 𝑓 ‖h‖p
, (7-35)

其中 [σ]max 的定义见 引理 7.8。

此外，可以观察到自协系数满足

𝐶 𝑓 ≈ Θ(max
𝑖∈ℐ
{σ2𝑖 }) 以及 ‖P∇2 𝑓 (p)P‖ ≤ Θ([σ]max + 1).

对于处于互补范围（即在该效用函数下，商品是互补的）内的 ρ𝑖 (即 ρ𝑖 ≤ 0)，这意味着Hessian不会

随着 ρ𝑖 ↘ −∞而增长。一种策略是对 𝑓𝑖 (p)进行适当缩放，例如乘以 max𝑖∈ℐ{σ2𝑖 }的某个倍数，使

得 𝐶 𝑓 接近 1. 这将增大局部稳定性的有效半径 (7-35)，并允许更大的步长。为保持完整性，我们未

进行此操作，但根据 [127] 定理 2.1.1，这种操作是可行的。

7.3.1 对角线加秩一 (Diagonal plus rank-one, DR1)近似

在本节中, 我们介绍一种对偶函数 Hessian 矩阵的简单而有效的近似, 我们称之为对角线加秩 1

(DR1)近似. 考虑

P∇2 𝑓 (p)P =
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖
[
(σ𝑖 + 1)U𝑖 − σ𝑖u𝑖u𝑇𝑖

]
=

∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 (σ𝑖 + 1)U𝑖︸               ︷︷               ︸
D

−
∑
𝑖∈ℐ

σ𝑖𝑤𝑖u𝑖u𝑇𝑖︸           ︷︷           ︸
(∑𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖 )Ξ

(7-36)

其中我们取

Ξ :=
∑
𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖u𝑖u𝑇𝑖∑
𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖

=
∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖u𝑖u𝑇𝑖 ,
∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖 = 1. (7-37)

对 H(p) = ∇2 𝑓 (p)的一个自然近似为 H̄(p) = D + (∑𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖)Ξ̄, 其中取 D =
∑
𝑖∈ℐ 𝑤𝑖 (σ𝑖 + 1)U𝑖 , 并

通过下面的秩 1矩阵用 Ξ̄ 来近似 Ξ:

Ξ̄ := ūū𝑇 , ū :=
∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖u𝑖 . (7-38)

我们有以下定理.

定理 7.12: DR1近似的误差

若对于所有 𝑖 ∈ ℐ, c𝑖 ∼ τ 且相互独立,如果玩家数量满足

‖ℐ‖ ≥
2
(
4 + 2ϵ

3
)
ln

(
𝑛
δ

)
ϵ2

.

则至少以下不等式以至少为 1 − δ 的概率成立：

‖P(∇2 𝑓 (p) − (D + (
∑
𝑖∈ℐ

σ𝑖𝑤𝑖)Ξ̄))P‖ ≤ ϵ. (7-39)
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以上定理说明，只要市场中玩家数量大于 Ω(ϵ−2)，则 DR1近似与真实Hessian矩阵的误差小于

ϵ的概率至少为 1 − δ. 使用 DR1近似的好处是，利用 Sherman-Morrison公式，我们可以直接写出所

需矩阵的逆， [
∇2 𝑓 (p)

]−1 ≈ [H̄]−1 = [
D + (

∑
𝑖∈ℐ

σ𝑖𝑤𝑖)ūū𝑇
]−1

= D−1 − (
∑
𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖)D−1ūū𝑇D−1

1 + (∑𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖) 〈ū,D−1ū〉
. (7-40)

所以即使我们考虑的是二阶算法，我们也不需要求解线性方程组。

我们随机生成一些向量 {c𝑖}𝑖∈ℐ,并不断扩大ℐ，下图展示了估计 P∇2 𝑓 (p)P − ‖PH̄P‖的误差随

玩家数目 |ℐ |的变化。我们可以看到，正如理论所预测的，随着玩家数目的增加，估计的误差迅速

0 500 1000 1500 2000

10−3

10−2

10−1

100

∥P∇2 𝑓 (p)P∥2
∥P∇2 𝑓 (p)P − PH̄(p)P∥2

图 7.3.1 估计 P∇2 𝑓 (p)P的误差随玩家数目 |ℐ |的变化

减小。对于二阶算法而言，取得误差小于 10−2 左右的误差已经足够小。在高概率下 (1 − δ)，只要迭

代步的不动点误差 ‖h‖足够大，我们不会停止迭代，此时我们可得

‖
[
∇2 𝑓 (p) − H̄(p)

]
h‖ ≤ ϵ‖h‖ =⇒ ‖

[
∇2 𝑓 (p) − H̄(p)

]
h‖ ≤ 𝑂 (‖h‖2). (7-41)

这个条件强于拟牛顿法的 Dennis-Moré条件，与不精确二阶算法建立全局复杂度的条件类似 [28,162].
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第四节 价格更新算法的收敛性分析

为了保持迭代点 p ∈ 𝒫◦并维持自协性质的有效性，我们需要以下步长选择规则。

引理 7.13

设步长按以下规则选取：

α = min
{
1,

β 𝑓µ

‖Pℓ(p) − µ1‖

}
, (7-42)

则有

α‖d‖ ≤ β 𝑓 , (7-43a)

1 − α ≤ 1
β 𝑓

‖Pℓ(p) − µ1‖
µ

. (7-43b)

Proof. 我们分两种情况讨论：

(1) 若 ‖Pℓ (p)−µ1‖
µ ≤ β 𝑓，则 β 𝑓 µ

‖Pℓ (p)−µ1‖ ≥ 1，从而 α = 1：

‖αd‖ = α‖d‖ ≤ α ‖Pℓ(p) − µ1‖
µ

≤ β 𝑓 .

(2) 否则， ‖Pℓ (p)−µ1‖
µ > β 𝑓，即 β 𝑓 µ

‖Pℓ (p)−µ1‖ ≤ 1，于是：

‖αd‖ ≤
β 𝑓µ

‖Pℓ(p) − µ1‖
‖Pℓ(p) − µ1‖

µ
≤ β 𝑓 .

进一步有：

1 − α ≤ 1 ≤ ‖Pℓ(p) − µ1‖
β 𝑓µ

.

证毕。 □

在继续讨论之前，我们回顾以下定义（参见 (7-14)）：

𝒬p(η,µ) =
{
p ∈ ℝ𝑛+ :

‖Pℓ(p) − µ1‖
µ

≤ η

𝑄 𝑓

}
,

𝑄 𝑓 =
(√𝑛 + β 𝑓 ) (1 + 2[σ]max)𝐶 𝑓

1 − 𝐶 𝑓 β 𝑓
+
√
𝑛

β 𝑓
+ 2β 𝑓 + 2. (7-44)

证明关键是，在固定 µ的情况下，迭代点将以二次速度收敛到中心路径。以下结果表明二次收敛区

域大致为 𝒬p(1,µ)。
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定理 7.14:子问题的二次收敛性

对于任意迭代点 p和固定 µ > 0，有：
‖P+ℓ(p+) − µ1‖

µ
≤ 𝑄 𝑓

(
‖Pℓ(p) − µ1‖

µ

)2
. (7-45)

Proof. 设 p为可行点，则

P+ = P + αPD = (I + αD)P. (7-46)

于是

P+ℓ(p+) − µ1 = P+(ℓ+ − µ1) = P+(g(p+) + A𝑇y) − µ1,

= P+(g(p+) − g(p) − αH(p)Pd) + P+(g + αHPd + A𝑇y − µP−11) + µP+P−11 − µ1,

= P+(g(p+) − g(p) − αH(p)Pd) + αP+(g +HPd + A𝑇y − µP−11)

+ (1 − α)P+(g + A𝑇y − µP−11) − µ1 + µ(1 + αd),

= (I + αD)P(g(p+) − g(p) − αH(p)Pd) + α(I + αD)(Pg + PHPd + A𝑇py − µ1)

+ (1 − α) (I + αD)(Pg + A𝑇py − µ1) + αµd. (7-47)

由 (7-24)，可得

P+ℓ(p+) − µ1 = (I + αD)P(g(p+) − g(p) − αH(p)Pd) + α(I + αD)(−θd)

+ (1 − α)(I + αD)(Pℓ(p) − µ1) + αµd,

= (I + αD)P(g(p+) − g(p) − αH(p)Pd)

+ (1 − α)(I + αD)(Pℓ(p) − µ1) + (α(µ − θ)d − α2θd2). (7-48)

由 (7-43)，得 ‖(I + αD)‖ ≤ √𝑛 + β 𝑓，进一步有：

‖(I + αD)P(g(p+) − g(p) − αH(p)Pd)‖
(7-35)
≤ (
√
𝑛 + β 𝑓 )(1 + 2[σ]max)

α2𝐶 𝑓 ‖d‖2

1 − α𝐶 𝑓 ‖d‖
,

(7-25b),(7-43)
≤ (

√
𝑛 + β 𝑓 ) (1 + 2[σ]max)

α2𝐶 𝑓 ‖d‖2

1 − 𝐶 𝑓 β 𝑓
,

(7-25c)
≤ α2

(√𝑛 + β 𝑓 ) (1 + 2[σ]max)𝐶 𝑓
1 − 𝐶 𝑓 β 𝑓

‖Pℓ(p) − µ1‖2
µ

. (7-49)

并且
‖(1 − α)(I + αD)(Pℓ(p) − µ1)‖ ≤ (1 − α) (

√
𝑛 + β 𝑓 )‖Pℓ(p) − µ1‖

(7-43b)
≤
(√𝑛 + β 𝑓 )

β 𝑓

‖Pℓ(p) − µ1‖2
µ

. (7-50)
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以及

‖α(µ − θ)d − α2θd2‖
(7-25),(7-43)
≤ 2β 𝑓

‖Pℓ(p) − µ1‖2
µ

+ α2 ‖Pℓ(p) − µ1‖
2

µ
,

≤ (α2 + 2β 𝑓 )
‖Pℓ(p) − µ1‖2

µ
. (7-51)

综上所述，
‖P+ℓ(p+) − µ1‖

µ
≤

( (√𝑛 + β 𝑓 )(1 + 2[σ]max)𝐶 𝑓
1 − 𝐶 𝑓 β 𝑓

+
√
𝑛 + β 𝑓
β 𝑓

+ 2β 𝑓 + 1
) (
‖Pℓ(p) − µ1‖

µ

)2
. (7-52)

证毕。 □

注意，在 算法 7-1的 行 8处，我们将 µ乘以 σ < 1进行更新。类似于标准短步策略，只要 σ 选

取得当，迭代点将始终保持在有效区域 𝒬p 内，如 (7-14)所示。

引理 7.15:短步策略

当减少 µ时，若我们选择 σ 使得

µ+ = σµ,

√
𝑛 + η𝑄−1𝑓√
𝑛 +𝑄−1𝑓

≤ σ < 1, (7-53)

则当 ‖Pℓ−µ1‖
µ ≤ η

𝑄 𝑓
时，有 1

µ+
‖Pℓ − µ+1‖ ≤ 1

𝑄 𝑓
。

Proof.
1
µ+
‖Pℓ − µ+1‖ =

1
σµ
‖Pℓ − µ1 + (1 − σ)µ1‖

≤ 1
σµ
‖Pℓ − µ1‖ + 1

σµ
(1 − σ)‖µ1‖

≤ 1
σ

η

𝑄 𝑓
+
√
𝑛(1 − σ)
σ

.

令右侧小于等于 1
𝑄 𝑓

，即得结论。 □

在迭代开始时，我们简单选择 µ0 使得我们在下述定理中总结算法的整体迭代复杂度。

定理 7.16:算法 7-1的复杂度

若在 算法 7-1中 σ依照 (7-53)选取，且 1−η = η0𝑄 𝑓，则算法在求解𝑂 (√𝑛 log( 1ϵ ) log log(
𝑄 𝑓

η ))
个特征值问题后，能找到满足 (7-15)的 ϵ-KKT点。

Proof. 由 (7-53)，可得

µ+ = µ ·
(
1 −

(1−η)𝑄−1𝑓√
𝑛+𝑄−1

𝑓

)
= µ ·

(
1 − (1−η)

𝑄 𝑓
√
𝑛+1

)
≤ µ ·

(
1 − 1−η

𝑄 𝑓
√
𝑛

)
. (7-54)
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设 µ𝐾 为经过 𝐾 次衰减后的 barrier参数，则

µ𝐾 ≤ µ0
(
1 − 1−η

𝑄 𝑓
√
𝑛

)𝐾
=

(
1 − η0√

𝑛

)𝐾
. (7-55)

令 µ𝐾 ≤ ϵ，选取合适的 𝐾，有

𝐾 ≥
√
𝑛
η0
log( 1ϵ ) ≥

log( 1ϵ )
− log(1− η0√

𝑛
)
. (7-56)

在每个µ𝑘 , 𝑘 ≤ 𝐾迭代过程中，p ∈ 𝒬p(η,µ𝑘)；对于相同的p，有p ∈ 𝒬p(1,µ𝑘+1)，即 𝑄 𝑓 ‖Pℓ (p)−µ𝑘+11‖
µ𝑘+1

≤
1。特别地，从 µ𝑘+1 开始，经过 log log(𝑄 𝑓

η ) 个子问题后，我们再次得到 p ∈ 𝒬p(η,µ𝑘+1)。由定义，

在 µ𝐾 处，有
‖Pℓ(p) − µ𝐾1‖ ≤ η

𝑄 𝑓
µ𝐾 ≤ η

𝑄 𝑓
ϵ,

=⇒ ‖P(∇ 𝑓 (p) + A𝑇y)‖∞ ≤
(
η
𝑄 𝑓
+ 1

)
ϵ. (7-57)

这表明 (7-15b)成立。由于迭代点始终保持在可行集内部，(7-15a)亦成立。证毕。 □

第五节 数值实验

我们对算法 7-1进行一些数值实验。我们在 Mac OS 桌面端实现了我们的算法，设备配备 14-核

Apple M4 Pro处理器和 48 GB LPDDR5内存。大多数子程序均可在标准的 Julia包中找到。

在求解 GHM时，我们在 Lanczos方法中设置收敛容差为min{10−5, 10−2‖𝑔𝑘 ‖}。图 7.5.1展示了

不同弹性系数下，算法 7-1的收敛速度。

我们进行一些简单的实验。对于货物数 𝑛，玩家数目 𝑚, 我们随机生成系数 c1, ..., c𝑚, 其中

𝑐𝑖 𝑗 ,∀𝑖 ∈ ℐ, 𝑗 ∈ 𝒥 服从 0-1均匀分布。对每一个玩家 𝑖，我们设定 𝑐𝑖 的稀疏度为 0.3,同时保证至少有

一个货物是被需要的。算法 7-1展示了 𝑚 = 200, 𝑛 = 100时，算法的收敛情况：一般情况下，只需要

十步以内的迭代，一个例外是接近于线性效用函数时，问题的难度较大。据我们所知，是否可以基

于拍卖规则设计线性收敛的算法仍然是一个开放问题。

为了进一步说明算法的效率，我们与具有收敛性保证的一阶 tâtonnement 算法进行比较，算法

可以看作某种镜像梯度法 (Mirror Descent Method)，具体实现参照文献 [33]。另外一种算法需要将问

题重新表述为 Shmyrev均衡问题 [151]，具体实现参照文献 [34]。计算结果可见图 7.5.2和 7.5.3. 可以看

到，不论是在迭代数还是时间上，我们的算法都具有显著优势。

由于本章的分析，我们首次给出了一个可以分布式运行的二阶算法，其迭代代价类似于一个一

阶算法，我们对如下的大型问题进行简单的验证。我们令 ρ = 0.6,按相同规则生成 c1, ..., c𝑚,我们设

置 100.0 秒的时间限制，停机准则设置成梯度容差 10−7，同时，我们可以将一个完整问题建模成标

准的线性锥规划注 2。从 表 7.5.1可以看到，在问题规模较大时，我们的算法具有显著优势。
注 2即线性目标，线性约束，变量满足凸锥。[127]
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图 7.5.1 算法 7-1在不同弹性系数下的比较，其中
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101.00000 101.30103 101.69897 102.00000 102.30103 102.69897

10−7

10−4

10−1

‖∇
ϕ
‖∗ p

ρ := +0.50 (σi := +1.00)

HessianBar
MirrorDec
MirrorDecShmyrev

图 7.5.2 不同算法在 𝑚 = 200, 𝑛 = 100时的收敛情况 (迭代数)
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

10−7

10−4

10−1

‖∇
ϕ
‖∗ p

ρ := −1.00 (σi := −0.50)

HessianBar
MirrorDec
MirrorDecShmyrev

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

10−7

10−4

10−1

‖∇
ϕ
‖∗ p

ρ := −0.90 (σi := −0.47)

HessianBar
MirrorDec
MirrorDecShmyrev

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

10−7

10−4

10−1

‖∇
ϕ
‖∗ p

ρ := +0.10 (σi := +0.11)

HessianBar
MirrorDec
MirrorDecShmyrev

0.0 0.5 1.0 1.5

10−7

10−4

10−1

‖∇
ϕ
‖∗ p

ρ := +0.50 (σi := +1.00)

HessianBar
MirrorDec
MirrorDecShmyrev

图 7.5.3 不同算法在 𝑚 = 200, 𝑛 = 100时的收敛情况 (时间)

表 7.5.1 不同问题规模下，算法 7-1的运行时间。∗表示在 100.0秒内未收敛到容差，括

号内表示停机时的梯度范数大小。

𝑛 𝑚 Time (算法 7-1) Time (Tâtonnement [33]) Time (Mosek)

100 1,000 0.11 0.20 2.97

100 10,000 2.93 2.34 57.00

100 100,000 8.91 21.51 -

1,000 10,000 3.02 16.16 -

2,000 10,000 4.95 34.91 -

2,000 100,000 67.27 100.0∗ (2.4 × 10−4) -

5,000 10,000 11.97 - -

5,000 50,000 100.66 - -
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本章附录

第一节 CES效用函数下自协性质的证明

若取 u𝑖 = v𝑖
𝑟𝑖 (p)，则满足 〈u𝑖, 1〉 = 1,u𝑖 ≥ 0，从而

‖U𝑖 ‖ = ‖u𝑖 ‖∞ ≤ 1, ‖u𝑖u𝑇𝑖 ‖ ≤ 1. (7-58)

根据 CES效用函数的构造，计算 𝑟𝑖 (p)的导数：

∇𝑟𝑖 (p) = −σ𝑖C1+σ𝑖𝑖 P−σ𝑖−11 = −σ𝑖P−1v𝑖, (7-59a)

∇2𝑟𝑖 (p) = σ𝑖 (σ𝑖 + 1)C1+σ𝑖𝑖 P−σ𝑖−2 = σ𝑖 (σ𝑖 + 1)P−1V𝑖P−1, (7-59b)

𝐷3𝑟𝑖 (p) = −σ𝑖 (σ𝑖 + 1) (σ𝑖 + 2)
(
C1+σ𝑖𝑖 P−σ𝑖−3

)
. (7-59c)

因此，

∇ 𝑓𝑖 (p) =
1

σ𝑖𝑟𝑖 (p)
𝐷𝑟𝑖 (p), (7-60a)

∇2 𝑓𝑖 (p) =
1

σ𝑖𝑟𝑖 (p)
𝐷2𝑟𝑖 (p) −

1
σ𝑖 (𝑟𝑖 (p))2

𝐷𝑟𝑖 (p)𝐷𝑟𝑖 (p)𝑇 (7-60b)

=
1

σ𝑖𝑟𝑖 (p)2
[
𝑟𝑖 (p)𝐷2𝑟𝑖 (p) − 𝐷𝑟𝑖 (p)𝐷𝑟𝑖 (p)𝑇

]
. (7-60c)

等价地，

∇2 𝑓𝑖 (p) =
1

𝑟𝑖 (p)
(σ𝑖 + 1)P−1V𝑖P−1 −

σ𝑖P−1v𝑖v𝑇𝑖 P
−1

(𝑟𝑖 (p))2
. (7-61)

三阶导数为

𝐷3 𝑓𝑖 (p) =
d
dp

[
1

σ𝑖𝑟𝑖 (p)
𝐷2𝑟𝑖 (p) −

1
σ𝑖 (𝑟𝑖 (p))2

𝐷𝑟𝑖 (p)𝐷𝑟𝑖 (p)𝑇
]

=
𝐷3𝑟𝑖 (p)
σ𝑖𝑟𝑖 (p)

− 3𝐷
2𝑟𝑖 (p) ⊗ 𝐷𝑟𝑖 (p)
σ𝑖𝑟𝑖 (p)2

+ 2𝐷𝑟𝑖 (p) ⊗ 𝐷𝑟𝑖 (p) ⊗ 𝐷𝑟𝑖 (p)
σ𝑖𝑟𝑖 (p)3

. (7-62)

对于所有 h ∈ ℝ𝑛，设 h̃ = P−1h，则

𝐷𝑟𝑖 (p) [h] = −σ𝑖 〈v𝑖,P−1h〉 = −σ𝑖 〈v𝑖, h̃〉, (7-63a)

𝐷2𝑟𝑖 (p) [h,h] = σ𝑖 (σ𝑖 + 1)〈v𝑖, h̃2〉, (7-63b)

𝐷3𝑟𝑖 (p) [h,h,h] = −σ𝑖 (σ𝑖 + 1)(σ𝑖 + 2)〈v𝑖, h̃3〉. (7-63c)

于是

𝐷 𝑓𝑖 (p) [h] = −
〈v𝑖, h̃〉
𝑟𝑖 (p)

. (7-64)

二阶导数满足

𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h] =
σ𝑖 + 1
‖1‖2v𝑖

‖h̃‖2v𝑖 −
σ𝑖

‖1‖4v𝑖
〈1, h̃〉2v𝑖 . (7-65)
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三阶导数为

𝐷3 𝑓𝑖 (p) [h,h,h] = −
(σ𝑖 + 1)(σ𝑖 + 2)〈1, h̃3〉v𝑖

𝑟𝑖 (p)
+
3σ𝑖 (σ𝑖 + 1)‖h̃‖2v𝑖 〈1, h̃〉v𝑖

𝑟𝑖 (p)2
+
2σ2𝑖 〈1, h̃〉3v𝑖
𝑟𝑖 (p)3

. (7-66a)

7.A.1 证明 引理 7.7

Proof. 由于 ‖1‖v𝑖 = 〈c
1+σ𝑖
𝑖 , p−σ𝑖 〉，我们分两种情况分析：

(1) 若 σ𝑖 =
ρ𝑖

1−ρ𝑖 > 0，则

𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h] =
σ𝑖 + 1
‖1‖2v𝑖

‖h̃‖2v𝑖 −
σ𝑖

‖1‖4v𝑖
〈1, h̃〉2v𝑖

≥ σ𝑖 + 1
‖1‖4v𝑖

‖h̃‖2v𝑖 ‖1‖
2
v𝑖 −

σ𝑖

‖1‖4v𝑖
‖h̃‖2v𝑖 ‖1‖

2
v𝑖 ≥

‖h̃‖2v𝑖
‖1‖2v𝑖

. (7-67)

(2) 若 σ𝑖 ∈ (−1, 0]，则

𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h] =
σ𝑖 + 1
‖1‖2v𝑖

‖h̃‖2v𝑖 −
σ𝑖

‖1‖4v𝑖
〈1, h̃〉2v𝑖 ≥ (σ𝑖 + 1)

‖h̃‖2v𝑖
‖1‖2v𝑖

. (7-68)

证毕。 □

7.A.2 证明 引理 7.8

回顾 Hessian ∇2 𝑓𝑖 (p)的表达式 (7-61)：

∇2 𝑓𝑖 (p) =
1

𝑟𝑖 (p)
(σ𝑖 + 1)P−1V𝑖P−1 −

σ𝑖P−1v𝑖v𝑇𝑖 P
−1

(𝑟𝑖 (p))2
. (7-69)

利用 (7-58)，即 u𝑖 = v𝑖
𝑟𝑖 (p)，我们有

P∇2 𝑓𝑖 (p)P = (σ𝑖 + 1)U𝑖 − σ𝑖u𝑖u𝑇𝑖 . (7-70)

观察可得：

‖P∇2 𝑓𝑖 (p)P‖ ≤ (σ𝑖 + 1)‖U𝑖 ‖ + σ𝑖 ‖u𝑖u𝑇𝑖 ‖ ≤ 2[σ𝑖]+ + 1. (7-71)

类似地，特征值问题 (7-22)中的矩阵满足：

‖ΠpPH(p)PΠp‖ ≤ ‖P(
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖∇2 𝑓𝑖 (p))P‖

≤
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 (2[σ𝑖]+ + 1) ≤ 2[σ]max + 1. (7-72)

证毕。

7.A.3 证明 引理 7.9

我们首先引入以下引理。
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引理 7.17

若 假设 7.3成立，则

𝑟𝑖 (p) := ‖1‖2v𝑖 ≤

exp(σ𝑖 𝑓 𝑖) if σ𝑖 > 0,

𝐷𝒫 ‖c1+σ𝑖𝑖 ‖1 if σ𝑖 ≤ 0.
(7-73)

进一步，若 σ𝑖 > 0，则

v𝑖 ≥ c1+σ𝑖𝑖 𝐷−σ𝑖𝒫 . (7-74)

Proof. 若 σ𝑖 > 0，则
𝑟𝑖 (p) = 〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉 = exp (σ𝑖 𝑓𝑖 (p)) ≤ exp(σ𝑖 𝑓 𝑖),

v𝑖 = C1+σ𝑖𝑖 p−σ𝑖 ≥ c1+σ𝑖𝑖 𝐷−σ𝑖𝒫 . (7-75)

否则，

𝑟𝑖 (p) = 〈c1+σ𝑖𝑖 , p−σ𝑖 〉 ≤ 𝐷𝒫 〈1, c1+σ𝑖𝑖 〉. (7-76)

证毕。 □

现在我们证明 引理 7.9。

Proof. 根据定义，

𝐷3 𝑓𝑖 (p) [h,h,h]

= − (σ𝑖 + 1)(σ𝑖 + 2)〈1, h̃
3〉v𝑖

𝑟𝑖 (p)
+
3σ𝑖 (σ𝑖 + 1)‖h̃‖2v𝑖 〈1, h̃〉v𝑖

𝑟𝑖 (p)2
+
2σ2𝑖 〈1, h̃〉3v𝑖
𝑟𝑖 (p)3

. (7-77)

由此可得 ��𝐷3 𝑓𝑖 (p) [h,h,h]
��

≤
(σ𝑖 + 1)(σ𝑖 + 2)‖1‖v𝑖 ‖h̃‖3v𝑖

σ𝑖 ‖1‖2v𝑖
+
3|σ𝑖 | (σ𝑖 + 1)‖1‖v𝑖 ‖h̃‖3v𝑖

‖1‖4v𝑖
+
2σ2𝑖 ‖1‖3v𝑖 ‖h̃‖3v𝑖
‖1‖6v𝑖

=
(σ𝑖 + 1) (σ𝑖 + 2)‖h̃‖3v𝑖

‖1‖v𝑖
+
3|σ𝑖 | (σ𝑖 + 1)‖h̃‖3v𝑖

‖1‖3v𝑖
+
2σ2𝑖 ‖h̃‖3v𝑖
‖1‖3v𝑖

. (7-78)

由于 ‖1‖v𝑖 = 〈c
1+σ𝑖
𝑖 , p−σ𝑖 〉，我们按照 引理 7.7分两种情况分析：

(1) 若 σ𝑖 =
ρ𝑖

1−ρ𝑖 > 0，则��𝐷3 𝑓𝑖 (p) [h,h,h]
�� (7-79a)

≤
(
(σ𝑖 + 1)(σ𝑖 + 2) exp(σ𝑖 𝑓 𝑖) + 5σ2𝑖 + 3σ𝑖

) [
𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h]

] 3
2 . (7-79b)

166



第七章 齐次框架在交换市场中的应用

(2) 若 σ𝑖 ∈ (−1, 0]，则��𝐷3 𝑓𝑖 (p) [h,h,h]
�� ≤ (
(σ𝑖 + 1)(σ𝑖 + 2)𝐷𝒫 〈1, c1+σ𝑖𝑖 〉 + 5σ2𝑖 − 3σ𝑖

) [
𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h]

] 3
2 . (7-80a)

综上所述，我们得到 ��𝐷3 𝑓𝑖 (p) [h,h,h]
�� ≤ 2𝐶𝑖 (σ𝑖) [𝐷2 𝑓𝑖 (p) [h,h]

] 3
2 . (7-81a)

其中

𝐶𝑖 (σ𝑖) =

(σ𝑖+1) (σ𝑖+2) exp(σ𝑖 𝑓 𝑖 )+5σ2𝑖 +3σ𝑖

2 , if σ𝑖 > 0,
(σ𝑖+1) (σ𝑖+2)𝐷𝒫 ‖c

1+σ𝑖
𝑖 ‖1+5σ2𝑖 −3σ𝑖

2 , otherwise.
(7-82)

□

7.A.4 证明 引理 7.11

Proof. 若 𝑓 (p)是 𝐶 𝑓 -自协的，则由 [125] Theorem 5.1.7可得：

(1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2∇2 𝑓 (p) � ∇2 𝑓 (p + 𝑡h) �
1

(1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2
∇2 𝑓 (p), 对所有‖h‖p = 𝑟 ≤ 1

𝐶 𝑓
,

=⇒
(
(1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2 − 1

)
∇2 𝑓 (p) � ∇2 𝑓 (p + 𝑡h) − ∇2 𝑓 (p)︸                       ︷︷                       ︸

G(𝑡 )

�
(

1
(1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2

− 1
)
∇2 𝑓 (p). (7-83)

其中左侧的不等式是一个负定矩阵，因此有：

‖G(𝑡)‖∗p ≤ max
{
1 − (1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2,

1
(1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2

− 1
}
‖∇2 𝑓 (p)‖∗p,

≤
(

1
(1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2

− 1
)
‖∇2 𝑓 (p)‖∗p, (7-84)

由于 1 − (1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2 ≤ 1
(1−𝑡𝐶 𝑓 𝑟 )2 − 1. 对于 CES经济，结合 (7-61)，

∇2 𝑓𝑖 (p) =
(σ𝑖 + 1)P−1V𝑖P−1

𝑟𝑖 (p)
−
σ𝑖P−1v𝑖v𝑇𝑖 P

−1

(𝑟𝑖 (p))2
,

∇2 𝑓 (p) =
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖∇2 𝑓𝑖 (p). (7-85)

于是

‖∇2 𝑓 (p)‖∗p = sup
‖ξ‖p=1

‖P∇2 𝑓 (p)ξ‖ = sup
‖ξ‖p=1






∑𝑖∈ℐ 𝑤𝑖
(
(σ𝑖 + 1)V𝑖P−1ξ

𝑟𝑖 (p)
−
σ𝑖v𝑖v𝑇𝑖 P

−1ξ

(𝑟𝑖 (p))2

)




 ,
≤ sup
‖ξ‖p=1






∑𝑖∈ℐ 𝑤𝑖
(
(σ𝑖 + 1)V𝑖
𝑟𝑖 (p)

−
σ𝑖v𝑖v𝑇𝑖
(𝑟𝑖 (p))2

)




 ‖P−1ξ‖. (7-86)
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利用 (7-58)及 ‖P−1ξ‖ = ‖ξ‖p = 1，可得

‖∇2 𝑓 (p)‖∗p ≤
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖


(σ𝑖 + 1)U𝑖 − σ𝑖u𝑖u𝑇𝑖 

 ,

≤
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖

(
(σ𝑖 + 1)‖U𝑖 ‖ +



σ𝑖u𝑖u𝑇𝑖 

) ,
≤

∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 (1 + 2[σ𝑖]+) ≤ 1 + 2[σ]max. (7-87)

由于 ∫ 10
(

1
(1−𝑡𝐶 𝑓 𝑟 )2 − 1

)
=

𝐶 𝑓 𝑟

1−𝐶 𝑓 𝑟
，我们有

‖∇ 𝑓 (p + h) − ∇ 𝑓 (p) − ∇2 𝑓 (p)h‖∗p

=





 1∫0 (∇2 𝑓 (p + 𝑡 · h) − ∇2 𝑓 (p))hd𝑡




∗
p
≤

∫ 1

0
‖G(𝑡)‖∗p‖h‖pd𝑡,

≤
∫ 1

0
(1 + 2[σ]max)

(
1

(1 − 𝑡𝐶 𝑓 𝑟)2
− 1

)
𝑟d𝑡,

≤ (1 + 2[σ]max)
𝐶 𝑓 𝑟

2

1 − 𝐶 𝑓 𝑟
. (7-88)

于是可得

‖∇ 𝑓 (p + h) − ∇ 𝑓 (p) − ∇2 𝑓 (p)h‖∗p ≤ (1 + 2[σ]max)
𝐶 𝑓 ‖h‖2p

1 − 𝐶 𝑓 ‖h‖p
. (7-89)

证毕。 □

7.A.5 证明 定理 7.12

我们引入矩阵 Bernstein不等式如下:

引理 7.18: Matrix Bernstein inequality (Theorem 6.1, [156])

考虑一列维数为 𝑑 的独立随机自伴矩阵 {X𝑘},并且假定

𝔼X𝑘 = 0 且 λmax (X𝑘) ≤ 𝑅 几乎必然成立.

计算总方差的范数,

σ2 :=






∑
𝑘

𝔼
(
X2𝑘

)




 .
则对于所有 𝑡 ≥ 0,有以下一系列不等式成立:

ℙ

{
λmax

(∑
𝑘

X𝑘

)
≥ 𝑡

}
≤ 𝑑 · exp

(
−σ

2

𝑅2
· ℎ

(
𝑅𝑡

σ2

))
≤ 𝑑 · exp

(
−𝑡2/2

σ2 + 𝑅𝑡/3

)
≤


𝑑 · exp

(
− 3𝑡2
8σ2

)
当𝑡 ≤ σ2/𝑅,

𝑑 · exp
(
− 3𝑡
8𝑅

)
当𝑡 ≥ σ2/𝑅.

(7-90)

其中函数 ℎ(𝑢) := (1 + 𝑢) log(1 + 𝑢) − 𝑢, 𝑢 ≥ 0.
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为了证明这一点,我们再次参考公式 (7-61)

∇2 𝑓𝑖 (p) =
1

𝑟𝑖 (p)
(σ𝑖 + 1)P−1V𝑖P−1 −

σ𝑖P−1v𝑖v𝑇𝑖 P
−1

(𝑟𝑖 (p))2
. (7-91)

再次利用 u𝑖 的归一化 (其中 u𝑖 ∈ Δ𝑛),我们有

∇2 𝑓 (p) =
∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖
[
(σ𝑖 + 1)U𝑖 − σ𝑖u𝑖u𝑇𝑖

]
=

∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖 (σ𝑖 + 1)U𝑖 −
∑
𝑖∈ℐ

σ𝑖𝑤𝑖u𝑖u𝑇𝑖 . (7-92)

我们取

Ξ :=
∑
𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖u𝑖u𝑇𝑖∑
𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖

=
∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖u𝑖u𝑇𝑖 ,
∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖 = 1. (7-93)

其思想是通过下面的秩 1矩阵来近似 Ξ:

Ξ̄ := ūū𝑇 , ū :=
∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖u𝑖 . (7-94)

不失一般性,我们假定 σ𝑖 > 0,否则,我们可以估计∑
𝑖∈ℐ
(σ𝑖 + 1)𝑤𝑖u𝑖u𝑇𝑖 和

∑
𝑖∈ℐ

𝑤𝑖u𝑖u𝑇𝑖 .

取

E = Ξ − ūū𝑇 =
∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖 (u𝑖 − ū)(u𝑖 − ū)𝑇 . (7-95)

为了确保


∑
𝑖∈ℐ

σ𝑖𝑤𝑖u𝑖u𝑇𝑖 −
(∑
𝑖∈ℐ

σ𝑖𝑤𝑖

)
ūū𝑇




 = �����∑𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖
����� ‖E‖ =

�����∑𝑖∈ℐ σ𝑖𝑤𝑖
����� ‖Ξ − ūū𝑇 ‖2 ≤ ε, (7-96)

只需令𝑊 = max𝑖∈ℐ |2σ𝑖𝑤𝑖 |,则有


∑
𝑖∈ℐ

γ𝑖 (u𝑖 − ū) (u𝑖 − ū)𝑇




2
≤ ε := ϵ

𝑊 ‖ℐ‖ . (7-97)

其失败概率至多为 δ. 定义中心化矩阵

Σ𝑖 = γ𝑖 (u𝑖 − ū) (u𝑖 − ū)𝑇 ,

则有 𝔼[Σ𝑖] = 0. 因为

‖u𝑖u𝑇𝑖 ‖2 ≤ tr(u𝑖u𝑇𝑖 ) = ‖u𝑖 ‖22 ≤ ‖u𝑖 ‖1 = 1,

所以我们有

‖Σ𝑖 ‖2 ≤ |2γ𝑖 | ≤ 2. (7-98)

另外,注意到

‖Σ2𝑖 ‖2 ≤ ‖Σ𝑖 ‖22 ≤ |2γ𝑖 |2 ≤ 4.

因此,方差参数满足

σ2 =






∑𝑖∈ℐ𝔼
[
Σ2𝑖

]





2

≤ 4
∑
𝑖∈ℐ

γ2𝑖 ≤ 4.
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根据 引理 7.18,对于任意 𝑡 > 0,有

ℙ

(


∑
𝑖∈ℐ

Σ𝑖




2
≥ 𝑡

)
≤ 𝑛 exp

(
− 𝑡2/2
4 + 4𝑡/3

)
.

取 𝑡 = ϵ
𝑊 ‖ℐ‖ ,则要求

𝑛 exp
(
− ε2/2
4|ℐ |𝑊2 + 2𝑊𝑡/3

)
≤ δ. (7-99)

在统一权重的特例中,

𝑤𝑖 =
1
‖ℐ‖ ,

此时𝑊 = 1
‖ℐ‖ . 则不等式变为

ϵ2

2
(

4
‖ℐ‖ +

2ϵ
3‖ℐ‖

) ≥ ln (
𝑛
δ

)
⇐⇒ ‖ℐ‖ϵ2

2
(
4 + 2ϵ

3
) ≥ ln (

𝑛
δ

)
.

解得

‖ℐ‖ ≥
2
(
4 + 2ϵ

3
)
ln

(
𝑛
δ

)
ϵ2

.

第二节 齐次模型的相关证明

7.B.1 证明 定理 7.4

Proof. 我们首先证明 (7-21) 等价于一个带投影算子 Πp 的广义信赖域问题。为了简化表示，令

v← Πpv，则仿射约束可以省略：

min
[v;𝑡 ]∈ℝ𝑛+1

1
2 〈v,ΠpPHPΠpv〉 + 〈v,Πp(Pg(p) − µ1)〉 · 𝑡 + 1

2µ‖Πpv‖2

s.t. ‖[Πpv; 𝑡] ‖ ≤ 1. (7-100)

该问题是一个广义信赖域子问题，目标函数是齐次的。根据 [29] Theorem 8.2.7，(7-100) 的全局最优

性条件如下：

Πp(PHP + µI)Πpv + θΠpv + 𝑡 · Πp(Pg(p) − µ1) = 0, (7-101a)

θ𝑡 + 〈v,Πp(Pg(p) − µ1)〉 = 0, (7-101b)
Πp (PHP + µI) Πp Πp(Pg(p) − µ1)
(Pg(p) − µ1)𝑇Πp 0

 + θ

Πp 0

0 1

 � 0, (7-101c)

0 ≤ θ ⊥ (1 − ‖[v; 𝑡] ‖) ≤ 0. (7-101d)

由 (7-101c)可得：

(7-101c) =⇒

Πp (PHP + (θ + µ)I) Πp Πp(Pg(p) − µ1)
(Pg(p) − µ1)𝑇Πp θ

 � 0,
=⇒ θ − 〈Πp(Pg(p) − µ1),

(
Πp (PHP + (θ + µ)I) Πp

)−1 Πp(Pg(p) − µ1)〉 ≥ 0. (7-102)
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其中最后一个不等式由 Schur补得出，意味着 θ > 0，因此 ‖[Πpv; 𝑡] ‖ = 1。进一步计算：

1
2 〈v,Πp (PHP + µI) Πpv〉 + 〈v,Πp(Pg(p) − µ1)〉 · 𝑡 − 1

2µ(‖v‖
2 + 𝑡2) = 1

2 〈[v; 𝑡], 𝐹 (p,µ) [v; 𝑡]〉.

证毕。 □

7.B.2 证明 推论 7.5

Proof. 由于已知 ‖ [v; 𝑡]‖ = 1，我们仅需证明最后一个不等式。

ψ(v, 𝑡) = 1
2 〈v,PHPv〉 + 〈v,Pg(p) − µ1〉 · 𝑡 +

1
2µ‖v‖

2

= 1
2 〈v,PHPv〉 + 〈v,Pg(p) − µ1〉 · 𝑡 +

1
2µ −

1
2µ𝑡

2. (7-103)

由二阶条件 (7-101c)再次进行推导（此处已按 −µ进行缩放）：
Πp (PHP + θI) Πp Πp(Pg(p) − µ1)
(Pg(p) − µ1)𝑇Πp θ − µ

 � 0.
由 Schur补得：

Πp (PHP + θI) Πp − 1
θ−µΠp(Pg(p) − µ1)

(
Πp(Pg(p) − µ1)

)𝑇 � 0. (7-104)

这意味着 (PHP + θI) − 1
θ−µ (Pg(p) − µ1) ((Pg(p) − µ1))

𝑇 � 0在 ker(A𝑝)上成立。 □
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第八章 总结与展望

随着时代的发展，优化方法的研究范畴不再局限于凸优化问题，非凸优化问题越来越受到人们

的关注。我在博士一年级的接触到这些问题，最早的兴趣是在二次约束二次规划问题上，其中由何

斯迈、江波、葛冬冬老师主讲的《锥优化》课程，以及一些与半正定规划相关的文献对我产生了较

大的影响，如 [90,137,152,167]，这些文献最终指向了齐次化方法的诞生。

2023年，我受邀去复旦大学大数据学院报告。当时我将一些早期的研究成果与郦旭东，江如俊

教授进行了交流，他们建议我应该仔细地思考齐次化方法的主要优势，这些讨论最终形成了对使用

齐次化方法时，条件数估计的分析。2024年七月，我受香港中文大学（深圳）Andre Milzarek教授邀

请，在国际优化大会（International Symposium on Mathematical programming）上做了关于齐次化

方法的报告，期间 Kate Zhu (Oxford), Kim-Chuan Toh (NUS)教授对论文的内容提出了不少建设性的

意见。同年 11月，东京大学的Akiko Takeda教授及其合作者将随机线性代数应用到齐次化方法的特

征值求解上，取得了一些降维的效果。这个方法思路本质上可以认为是某种 Johnson-Lindenstrauss

定理的结果，这个结果最终作为 Spotlight论文发表在 2025年的 ICRL上.

齐次化方法的研究不仅限于此，我们提出几个目前正在进行和发展的研究方向。对于内点法而

言，已经可以证明，齐次化方法可以作用于 Primal, Dual, 以及 Primal-Dual 内点法上，尤其是对于

Potential Reduction 内点法，齐次化方法具有一定的计算优势；这些方法的分析与传统的牛顿法差

异不大。由于内点法的矩阵分解模块已经发展的较为完善，基于迭代法的齐次化方法目前还很难与

这些方法竞争。另一个可能的方法是高阶优化方法，利用齐次化框架对高阶多项式进行估计，并产

生迭代步。利用齐次化方法后，高阶迭代步可以看成是张量特征值问题 [87].
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